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1. Introducción

Consideremos el sistema de ecuaciones eĺıpticas{
−∆ui + κiui = µi|ui|p−2ui +

∑
i ̸=j λijβij|uj|αij |ui|βij−2ui en Ω,

ui ∈ H1
0 (Ω), i, j = 1, . . . ,M

(1.1)

donde Ω es un dominio exterior en RN (es decir, R \ Ω es acotado e incluso posiblemente
vaćıo), N ≥ 3, µi > 0, κi > 0, λij = λji < 0, αij, βij > 1, αij = βji y αij +βij = p ∈ (2, 2∗),
donde 2∗ := 2N

N−2
es el exponente cŕıtico de Sobolev.

Estamos interesados en soluciones del problema (1.1) donde todas sus componentes
son no triviales, es decir, ninguna de ellas es la función idénticamente cero en Ω. A ta-
les soluciones les llamaremos completamente no triviales. En la misma ĺınea, llamaremos
soluciones positivas a aquellas cuyas componentes sean todas funciones positivas.

Mostraremos que las soluciones completamente no triviales de (1.1) corresponden a
puntos cŕıticos de un funcional Ψ : U → R de clase C1 definido en un subconjunto U del
toro T := S1 × · · · × SM , donde Si es la esfera unitaria en H1

0 (Ω) respecto a una norma
adecuada, equivalente a la norma usual. Después veremos que se dan las condiciones para
aplicar la técnica del flujo gradiente para obtener la existencia y multiplicidad de puntos
cŕıticos del funcional.

El objetivo de la tesina es exponer la formulación variacional del problema (1.1) usada
en [1] para hallar soluciones completamente no triviales cuando el dominio tiene ciertas
simetŕıas. Durante todo este trabajo supondremos que Ω es un dominio G-invariante, es
decir, es invariante bajo la acción de un subgrupo cerrado del grupo O(N) de isometŕıas
lineales de RN . Estudiaremos las soluciones G-invariantes, a saber, aquellas cuyas compo-
nentes sean todas G-invariantes.

Sea Gx := {gx : g ∈ G} la G-órbita de x ∈ RN . De manera concreta, demostraremos
el siguiente teorema, el cual es el resultado principal de este trabajo.

Teorema 1.1. Si dim(Gx) > 0 para cada x ∈ RN \ {0} y Ω es un dominio exterior G-
invariante en RN , entonces el sistema (1.1) tiene una sucesión no acotada de soluciones G-
invariantes completamente no triviales. Una de ellas es positiva y tiene la enerǵıa mı́nima
de entre todas las soluciones G-invariantes completamente no triviales.

El problema (1.1) se ha estudiado extensivamente en dominios acotados y en todo R3

en [3]. El Teorema 1.1 nos provee de un resultado de existencia para dominios exteriores.

1.1. Análisis de una función en M variables

Con el objetivo de simplificar el análisis variacional discutido en la Sección 2 introduci-
mos los siguientes resultados para una función en M variables. Tal función aparece cuando
estudiamos el comportamiento del funcional de enerǵıa asociado al sistema (1.1) en cierto
espacio de Hilbert.
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Sea J : (0,∞)M → R la función dada por

J(s) :=
M∑
i=1

ais
2
i −

M∑
i=1

bis
p
i +

M∑
i ̸=j

dijs
αij

j s
βij

i ,

donde s = (s1, . . . , sM), ai, bi > 0, dij ≥ 0, dij = dji, αij, βij > 1, αij + βij = p > 2 y
αji = βij.

De esta manera,

∂iJ(s) = 2aisi − pbis
p−1
i + 2

∑
i ̸=j

dijβijs
αij

j s
βij−1
i . (1.2)

Los siguientes lemas nos permiten entender la naturaleza de los puntos cŕıticos de la función
J , cuya importancia quedará manifiesta en la Sección 2.

Lema 1.2. Si pbi > 2
∑
j ̸=i

dijβij para cada i = 1, . . . ,M , entonces existen 0 < r < R < ∞

tales que
máx

s∈(0,∞)M
J(s) = máx

s∈[r,R]M
J(s). (1.3)

En particular, J alcanza su máximo en (0,∞)M .

Demostración. Fijemos R > r > 0 tales que, para cada i = 1, . . . ,M,

2ait−

(
pbi − 2

∑
j ̸=i

dijβij

)
tp−1 < 0 si t ∈ [R,∞)

y
2ait− pbyt

p−1 > 0 si t ∈ (0, r].

Sea s = (s1, . . . , sM) ∈ (0,∞)M . Si si ≥ R y si = máx{s1, . . . , sM}, tenemos que

∂iJ(s) ≤ 2aisi − 2ait−

(
pbi − 2

∑
j ̸=i

dijβij

)
sp−1
i < 0, (1.4)

en tanto que, si si < r, entonces

∂iJ(s) ≥ 2aisi − pbis
p−1
i > 0. (1.5)

Por lo tanto (1.3) se cumple.

Lema 1.3. Si J tiene un punto cŕıtico en (0,∞)M , entonces es único y es un máximo
global de J en (0,∞)M .
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Demostración. Supongamos primero que (1, . . . , 1) es un punto cŕıtico de J . Entonces, de
(1.2) tenemos

0 < 2ai = pbi − 2
∑
j ̸=i

dijβij para cada i = 1, . . . ,M. (1.6)

Si s = (s1, . . . , sM) es un punto cŕıtico de J en (0,∞)M , entonces, para cada i = 1, . . . ,M ,
(1.6) y (1.2) implican que

2ai(si − sp−1
i ) = 2

∑
j ̸=i

dijβij(s
p−1
i − s

αij

j s
βij−1
i ). (1.7)

En busca de una contradicción supongamos que s ̸= (1, . . . , 1). Consideremos dos casos.
Empezamos suponiendo que si > 1 para algún i. Podemos suponer también, sin pérdida
de generalidad, que si ≥ sj para todo j. Entonces, el lado izquierdo de (1.7) es negativo,
mientras que el lado derecho es no negativo. Esto es una contradicción. Ahora supongamos
que si < 1 para algún i. De nuevo, podemos suponer también, sin pérdida de generalidad
que si ≤ sj para todo j. En este caso el lado izquierdo de (1.7) es positivo mientras que
el lazo izquierdo no lo es, lo cual es una contradicción. Esto demuestra que si (1, . . . , 1)
es punto cŕıtico de J en (0,∞)M , entonces es único. Además, las desigualdades (1.6) nos
permiten aplicar el Lema 1.2, el cual asegura que (1, . . . , 1) es un máximo global.

Finalmente, si s0 = (s01, . . . , s
0
M) es un punto cŕıtico de J en (0,∞)M , entonces (1, . . . , 1)

es un punto cŕıtico de

J(s) :=
M∑
i=1

ais
2
i −

M∑
i=1

bis
p
i +

M∑
j ̸=i

dijs
αij

j s
βij

i ,

donde, ai := ais
0
i , bi := bi(s

0
i )

p−1 y dij := dij(s
0
j)

αij(s0i )
βij−1 y la conclusión se sigue del

caso especial analizado arriba.

Tenemos el siguiente criterio de continuidad respecto a los parámetros dados y los
puntos cŕıticos.

Lema 1.4. Supongamos que J tiene un punto cŕıtico s0 en (0,∞)M . Entonces, para cada

ε > 0, existe un δ tal que si d̃ij ≥ 0 para todo i ̸= 0 y

M∑
i=1

(
|ãi − ai|+

∣∣∣̃bi − bi

∣∣∣)+∑
i ̸=j

∣∣∣d̃ij − dij

∣∣∣ < δ, (1.8)

entonces la función

J̃(s) :=
M∑
i=1

ãis
2
i −

M∑
i=1

b̃is
p
i +

M∑
i ̸=j

d̃ijs
αij

j s
βij

i

tiene un único punto cŕıtico s̃0 en (0,∞)M , el cual es un máximo global que satisface
|s0 − s̃0| < ϵ.
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Demostración. Como en la prueba del Lema 1.3 suponemos sin pérdida de generalidad que
s0 = (1, . . . , 1). En cuyo caso (1.6) se satisface. Entonces, elegimos δ > 0 lo suficientemente

pequeño de tal forma que (1.8) asegure que ãi, b̃i > 0 y pb̃i − 2
∑
j ̸=i

d̃ijβij > 0. Por lo tanto,

el Lema 1.2 implica que J̃ tiene un máximo global s̃0 en (0,∞)M y el Lema 1.3 nos dice

que s̃0 es el único punto cŕıtico de J̃ en (0,∞)M .
Ahora bien, tomando δ, r > 0 mas pequeños y R > r más grande si es necesario,

tendŕıamos que J̃ satisface las mismas desigualdades y por lo tanto, s̃0 ∈ (r, R)M . Ya que
(1, . . . , 1) es un máximo estricto, se tiene que |s̃0 − (1, . . . , 1)| < ε, posiblemente después
de elegir un δ aún más pequeño.

2. Formulación variacional

En esta sección exponemos la formulación variacional abstracta del problema (1.1)
desarrollada en [1] de manera general. No obstante, nuestro objetivo es aplicarla para de
demostrar el Teorema 1.1. Para ello, debemos hallar una formulación variacional adecuada
para el espacio de soluciones con simetŕıas. Sea H := H1

0 (Ω)
M

Sean G un subgrupo cerrado de O(N) y Gx := {gx : g ∈ G} la G-órbita de x ∈ RN .
Recordemos que Ω es un dominio exterior G-invariante.

Definición 2.1. Una función v : Ω → R es G-invariante si es constante en Gx para
cada x ∈ Ω. Una M-tupla de funciones (v1, . . . , vM) es G-invariante si cada una de sus
componentes es G-invariante.

Como es usual, denotamos por H1
0 (Ω)

G := {v ∈ H1
0 (Ω) : v es G-invariante} al espacio

de puntos fijos bajo la acción por isometŕıas de G en H1
0 (Ω). Aśı es espacio de M -tuplas

G-invariantes es HG = (H1
0 (Ω)

G)M .

Proposición 2.2. Si G es un subgrupo de O(N) y Ω es un dominio exterior G-invariante,
entonces dim(H1

0 (Ω)
G) = ∞.

Demostración. Como Ω es un dominio exterior podemos escoger una sucesión de funciones
radiales φk ∈ C∞

0 (RN), y por lo tanto G-invariantes, tales que supp(φk) ⊂ Ω y supp(φk)∩
supp(φj) = ∅ si k ̸= j. De esta manera ⟨φk, φj⟩i = 0 siempre que j ̸= k para cada
i = 1 . . . ,M. Esto demuestra que (φk) es un conjunto ortogonal en H1

0 (Ω)
G con el producto

escalar ⟨·, ·⟩i y por lo tanto, linealmente independiente.

Para v, w ∈ H1
0 (Ω) define

⟨v, w⟩i :=
∫
Ω

(∇w · ∇w + κiwv) y ∥v∥i =
(∫

Ω

(
|∇v|2 + κiv

2
)) 1

2

.

La hipótesis de que el operador κi > 0 para cada i = 1, . . .M garantiza que la fórmula
para ∥·∥i define una norma en H1

0 (Ω)
G equivalente la usual de H1(Ω).
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Sean H := (H1
0 (Ω)

G)M con la norma

∥(u1, . . . , uM)∥ :=

(
M∑
i=1

∥ui∥2i

) 1
2

y el funcional J : H → R definido como

J (u1, . . . , uM) =
1

2

M∑
i=1

∥ui∥2i −
1

p

M∑
i=1

∫
Ω

µi |ui|p −
1

2

M∑
i,j=1
i ̸=j

∫
Ω

λij|uj|αij |ui|βij .

Proposición 2.3. El funcional J es clase C1 en H.

Demostración. Es una consecuencia de que la función Fi : H → R dada por

Fi(u) :=
1

2
⟨ui, ui⟩i

es de clase C∞ con

∂jFi(u1, . . . , uM)v = δji ⟨ui, v⟩i ∀v ∈ H1
0 (Ω)

G.

este hecho se sigue que de cada sumando H1
0 (Ω)

G es un espacio de Hilbert con el producto
interno ⟨·, ·⟩i.

Por otra lado, como p ∈ (2, 2∗) sabemos que la función A : Lp(Ω) → R

A(w) :=

∫
Ω

|w|p

es clase C2 con derivada

A′(w)v := p

∫
Ω

|w|p−2wv para todo v ∈ Lp(Ω).

La demostración de esto puede ser consultada [6, Proposition 1.12]. Como consecuencia la
función Ai : L

p(Ω)M → R dada por

Ai(u1, . . . , uM) :=
1

p

∫
Ω

|ui|p ,

es clase C1 y su i-ésima derivada parcial está dada por

∂iAi(u1, . . . , uM)v =

∫
Ω

|ui|p−2 uiv, ∀v ∈ Lp(Ω)

Finalmente, usando que αij + βij = p y un argumento análogo al usado en [6, Proposition
1.12] para demostrar que A : Lp(Ω) → R es clase C1 demuestra que la función Bij :
Lp(Ω)M → R

Bij(u1, . . . , uM) :=

∫
Ω

λiju
αij

j u
βij

i .
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es clase C1 con derivadas parciales i-ésima y j-ésima

∂iBij(u)v =

∫
Ω

λijβiju
αij

j u
βij−2
i uiv y ∂jBij(u)v =

∫
Ω

λijαiju
αij−2
j u

βij

i ujv si i ̸= j.

Mientras que en [6, Proposition 1.12] se usa fuertemente que p ∈ (2, 2∗) en este caso la
hipótesis de que αij > 1 y βij > 1 es crucial para que las integrales ∂iBij(u)v y ∂jBij(u)v
existan. Por ejemplo, para calcular la de i-ésima derivada parcial siguiendo la idea de [6,
Proposition 1.12], donde se calcula la derivada de Gateaux, se usa la siguiente estimación∣∣∣uαij

j (ui + tv)βij − u
αij

j u
βij

i

∣∣∣
|t|

≤ βij |uj|αij (|ui|+ |v|)βij−1 |v| , para v ∈ Lp(Ω) y t ∈ (0, 1),

la cual se obtiene aplicando el teorema del valor medio a la función t 7→ |s+ t|βij y usando
que su derivada t 7→ |t|βij−1 es no decreciente (lo que es consecuencia de que βij > 1).
Luego, ya que βij > 1 y que αij + βij = p entonces, βij |uj|αij (|ui| + |v|)βij−1 |v| ∈ L1(Ω).
Por tanto, el teorema de convergencia dominada implicaŕıa la existencia de la derivada de
Gateaux

ĺım
t→0

∫
Ω

λiju
αij

j (ui + tv)βij − λiju
αij

j u
βij

i

t
=

∫
Ω

λijβiju
αij

j u
βij−2
i uiv.

Entonces que la función B : Lp(Ω)M → R

B(u1, . . . , uM) :=
1

2

M∑
i,j=1
i ̸=j

Bij(u1, . . . , uM)

es clase C1 con i-ésima derivada parcial

∂iB(u1, . . . , uM)v =
1

2

M∑
j=1
j ̸=i

∫
Ω

λijβij |uj|αij |ui|βij−2 uiv +
1

2

M∑
j=1
j ̸=i

∫
Ω

λjiαji |ui|αji−2 uiv |uj|βji .

Finalmente, como consecuencia del teorema del encaje de Sobolev y el hecho de que
J (u1, . . . , uM) =

∑
i=1 (Fi(u1, . . . , uM) + Ai(u1, . . . , uM)) +B(u1, . . . , uM) tenemos que J

es clase C1 en H.

Observación 2.4. Como λij = λji y βij = αji, tenemos

∂iJ (u1, . . . , uM)v =⟨ui, v⟩i −
∫
Ω

µi |ui|p−2 uiv −
1

2

M∑
j=1
j ̸=i

∫
Ω

λijβij |uj|αij |ui|βij−2 uiv

− 1

2

M∑
j=1
j ̸=i

∫
Ω

λjiαji |ui|αji−2 uiv |uj|βji

=⟨ui, v⟩i −
∫
Ω

µi |ui|p−2 uiv −
M∑
j=1
j ̸=i

∫
Ω

λijβij |uj|αij |ui|βij−2 uiv.

6



Ya que esto vale para cada i = 1, . . . ,M y cada v ∈ H1
0 (Ω), obtenemos la siguiente

formulación débil.

Definición 2.5. Una solución (débil) de (1.1) es un punto cŕıtico de J en H1
0 (Ω)

M .

Sin embargo, nuestro propósito es estudiar ciertas soluciones simétricas del sistema
(1.1). El siguiente resultado juega un papel muy importante en el estudio del problema
variacional con simetŕıas, pues nos dice que basta que una función sea un punto cŕıtico
de la restricción del funcional de enerǵıa al espacio de puntos fijos, para que ésta sea una
solución débil del sistema (1.1).

Teorema 2.6 (Principio de criticalidad simétrica, Palais, 1979). Si H es un espa-
cio de Hilbert equipado con una acción de un grupo G y J : H → R es un funcional
G−invariante de clase C1, entonces

(a) ∇J : H → H es G−equivariante, es decir,

∇J(gu) = g∇J(u) ∀u ∈ H, ∀g ∈ G.

(b) Si u ∈ HG es un punto cŕıtico de la restricción J |HG : HG −→ R, entonces, u es un
punto cŕıtico de J .

Demostración. Puede hallarse en [6, Theorem 1.28].

Puesto que el dominio Ω es G-invariante, que el funcional J es G-invariante para esta
acción. Además es de clase C1, por lo tanto, como consecuencia del principio de criticalidad
simétrica (Teorema 2.6), tenemos que si u es un punto cŕıtico de la restricción

J |HG : HG → R,

entonces u es un punto cŕıtico de J : H → R. Esto demuestra que las soluciones G-
invariantes del sistema (1.1) son exactamente los puntos cŕıticos de J |HG . Podemos resumir
este hecho en el siguiente resultado.

Corolario 2.7. Si G es un subgrupo de O(N) y Ω es un dominio G- invariante, las solucio-
nes G-invariantes del sistema (1.1) son precisamente los puntos cŕıticos de la restricción
del funcional J : H → R al espacio HG.

Las soluciones completamente no triviales pertenecen al conjunto

N := {(u1, . . . , uM) ∈ HG : ui ̸= 0, ∂iJ (u1, . . . , uM)ui = 0, ∀i = 1, . . . ,M}.

Notemos que, si u = (u1, . . . , uM) ∈ N , entonces

∥ui∥2i =
∫
Ω

µi |ui|p +
M∑
j=1
j ̸=i

∫
Ω

λijβij |uj|αij |ui|βij ∀i = 1, . . . ,M.
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Por lo tanto, tenemos

J(u) =
p− 2

2p

M∑
i=1

∥ui∥2i para u = (u1, . . . , uM) ∈ N . (2.1)

Dados u = (u1, . . . , uM) ∈ HG y (s1, . . . , sM) ∈ (0,∞)M definimos

su := (s1u1, . . . , sMuM)

y definimos Ju : (0,∞)M → R como

Ju(s) := J (su) =
M∑
i=1

a2u,is
2
i −

M∑
i=1

bu,is
p
i +

M∑
i,j=1
i ̸=j

du,ijs
αij

j s
βij

i ,

au,i :=
1

2
∥ui∥2i , bu,i :=

1

p

∫
Ω

µi |ui|p , du,ij := −1

2

∫
Ω

λij |uj|αij |ui|βij .

Si ui ̸= 0 para todo i = 1, . . . ,M podemos ver que s es un punto cŕıtico de Ju si y sólo si
su ∈ N , pues

si∂iJu(s) = ∂iJ(su)[siui], i = 1, . . . ,M

Definimos

Ũ : = {u ∈ HG : su ∈ N para algún s ∈ (0,∞)M}
= {u ∈ (H1

0 (Ω)
G \ {0})M : Ju tiene un punto cŕıtico en (0,∞)M}.

Por el Lema 1.3 si u ∈ (H1
0 (Ω)

G \ {0})M y Ju tiene un punto cŕıtico en (0,∞)M ,
entonces este punto cŕıtico es único y es un máximo global de Ju, el cual denotaremos por
su = (su,1, . . . , su,M) y definimos el mapeo m̃ : Ũ → N como

m̃(u) = suu.

De esta manera,
J (m̃(u)) = máx

s∈(0,∞)M
J (su).

Sean Si := {v ∈ H1
0 (Ω)

G : ∥v∥i = 1}, T = S1×· · ·×SM , U := Ũ ∩T . Sea m : U → N
la restricción de m̃ a U . Además, escribimos como ∂U a la frontera de U en T .

Proposición 2.8. (a) Si u = (u1, . . . , uM) ∈ T es tal que ui y uj tienen soportes ajenos
para cualesquiera i ̸= j, entonces u ∈ U . Por lo tanto U ̸= ∅ y U es un subconjunto
abierto de T .

(b) Si −λij ≥ máx{ µi

βij
,
µj

βji
} para algún i ̸= j, entonces U ̸= T .

(c) El mapeo m̃ : Ũ → N es continuo y m : U → N es un homeomorfismo.

(d) Existe una constante d0 > 0 tal que mı́ni=1,...,M ∥ui∥i ≥ d0 siempre que (u1, . . . , uM) ∈
N . Por lo tanto N es un subconjunto cerrado de H.
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(e) Si (un) es una sucesión en U tal que un −−−→
n→∞

u ∈ ∂U , entonces ∥m(un)∥ −−−→
n→∞

∞.

Demostración. (a) : Sea u = (u1, . . . , uM) ∈ T tal que ui y uj tiene soportes ajenos si

i ̸= j. Entonces, du,ij = 0 si i ̸= j. Sea si :=
(
µi

∫
Ω
|ui|p

)−1/(p−2)
. Entonces,

∂iJ (su)siui = s2i ∥ui∥2i − spi

∫
Ω

µi |ui|p −
∑
j ̸=i

∫
Ω

λijβij |sjuj|αij |siui|βij

= s2i ∥ui∥2i − spi

∫
Ω

µi |ui|p +
∑
j ̸=i

du,ij |sj|αij |si|βij

= s2i − spi s
2−p
i = 0

Por lo tanto (s1u1, . . . , sMuM) ∈ N y en consecuencia u ∈ Ũ . Aśı, u ∈ U , pues tomamos
u ∈ T . Además, cómo au,i, bu,i y du,ij son funciones continuas de u, el Lema 1.4 asegura
que U es abierto.

(b) : Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 1 y que j = 2. Sean
v, v3, . . . , vM ∈ H funciones no triviales. Supongamos que existen t1, t2 > 0 tales que
(t1v, t2v, v3, . . . , vM) ∈ N . Entonces, como αij + βij = p y λij < 0 para todo i, j, de las
identidades para ∂1J (t1v, t2v, v3, . . . , vM)t1v y ∂2J (t1v, t2v, v3, . . . , vM)t2v halladas en la
Observación 2.4, tenemos

0 < t21 ∥v∥
2 ≤ µ1t

p
1

∫
Ω

|v|p + λ12β12t
α12
2 tβ12

1

∫
Ω

|v|p

= tβ12

1

∫
Ω

|v|p (µ1t
α12
1 + λ12β12t

α12
2 )

y

0 < t22 ∥v∥
2 ≤ µ2t

p
2

∫
Ω

|v|p + λ21β21t
α21
1 tβ21

2

∫
Ω

|v|p

= tβ21

2

∫
Ω

|v|p (µ2t
α21
2 + λ21β21t

α21
1 ).

Como λ12 = λ21 y el lado derecho de las estimaciones de arriba tiene que ser positivo,
obtenemos

tα12
1

tα12
2

> −λ12
β12

µ1

y
tα21
2

tα21
1

> −λ12
β21

µ2

,

lo cual es imposible si −λ12 ≥ máx{ µ1

β12
, µ2

β21
}. Por lo tanto, si la desigualdad −λij ≥

máx{ µi

βij
,
µj

βji
} para i = 1 y j = 2 se satisface, entonces(

v

∥v∥1
,

v

∥v∥2
,

v3
∥v3∥3

, . . . ,
vM

∥vM∥M

)
∈ T \ U . (2.2)

Esto demuestra que, si −λij ≥ máx{ µi

βij
,
µj

βji
} para algún i ̸= j, entonces U ̸= T .

9



(c) : Si (un) es una sucesión en Ũ tal que un −−−→
n→∞

u ∈ ∂U , entonces para cada

i, j = 1, . . . ,M ocurre que aun,i −−−→
n→∞

au,i, bun,i −−−→
n→∞

bu,i y dun,ij −−−→
n→∞

du,ij. El Lema

1.4 garantiza además que sun,i −−−→
n→∞

su,i. Por lo tanto el mapeo m̃ : Ũ → N es continuo.

Además, la inversa de m : U → N dada por

m−1(u1, . . . , uM) =

(
u1

∥u1∥1
, . . . ,

uM

∥u1∥M

)
es continua.

Por lo tanto m : U → N es un homemomorfismo.
(d) : Si (u1, . . . , uM) ∈ N , entonces

∥ui∥2i ≤ µi

∫
Ω

|ui|p para i = 1, . . . ,M,

pues λij < 0 para cada i, j = 1, . . . ,M.
Ahora, aplicando la desigualdad de Sobolev y obtenemos

∥ui∥2i ≤ µiC
p ∥ui∥pi ,

donde C es la constante positiva, asociada a la desigualdad de Sobolev, que sólo depende
de p y N . Ahora, tomando d0 := mı́n1≤i≤N{C−2/µ

2/p
i } obtenemos la estimación deseada.

(e) : Sea (un) una sucesión en U tal que un −−−→
n→∞

u ∈ ∂U . Si la sucesión sunun estuviese

acotada, entonces, pasando a una subsucesión tenemos que sun,i
un,i −−−→

n→∞
sui

ui. Ya que N
es cerrado ocurre que (s1u1, . . . , sMuM) ∈ N . Por lo tanto u ∈ U . Lo cual es imposible,
pues u ∈ ∂U y U es abierto en T .

El argumento usado en la prueba de la parte (b) de la Proposición 2.8 nos permite
atisbar en la naturaleza de ciertas soluciones completamente no triviales, más precisamente:
la existencia de tales soluciones depende directamente de los parámetros dados, como
veremos a continuación.

Definición 2.9. Una solución completamente no trivial u de (1.1) será llamada sincroni-
zada si ui = tiv y uj = tjv para i ̸= j y ti, tj ∈ R.

Corolario 2.10. Existe un Λ0 < 0 tal que λij < Λ0 para todo i, j, entonces el sistema
(1.1) no tiene soluciones sincronizadas completamente no triviales.

Demostración. Basta con tomar Λ0 tal que −Λ0 ≥ máx{ µi

βij
,
µj

βji
} para todo i ̸= j. De esta

manera, si tuviera una solución u sincronizada completamente no trivial, entonces (2.2) se
satisface y por lo tanto u no puede ser solución de (1.1).

El toro T es una subvariedad de Hilbert suave en HG. El espacio tangente a T en un
punto u = (u1, . . . , uM) ∈ T está dadp por

Tu(T ) = {(v1, . . . , vM) ∈ HG : ⟨ui, vi⟩i = 0 para todo i = 1, . . . ,M}.
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Sea Ψ̃ : Ũ → R dada por Ψ̃(u) := J (m̃(u)) y sea Ψ la restricción de Ψ̃ a U . De esta
manera

Ψ(u) =
p− 2

2p

M∑
i=1

∥su,iui∥2i =
p− 2

p

M∑
i=1

s2u,i para cada u ∈ U (2.3)

Si u ∈ U y la derivada Ψ′(u) de Ψ en u existe, entonces

∥Ψ′(u)∥∗ := sup
v∈Tu(T ),

v ̸=0

Ψ′(u)v

∥v∥
,

i.e., ∥·∥∗ es la norma en el espacio cotangente T ∗
u (T ) de T en u.

Definición 2.11. Una sucesión (un) en U es llamada una sucesión de Palais-Smale para
para Ψ en c si Ψ(un) −−−→

n→∞
c y ∥Ψ′(un)∥∗ −−−→

n→∞
0 y se dice que Ψ satisface la condición

(PS)c si cada sucesión de Palais-Smale para para Ψ en c tiene una subsucesión convergente.

Teorema 2.12. (i) Ψ ∈ C1(U ,R) y

Ψ′(u)v = J ′(m(u))[suv] para todo u ∈ U y v ∈ Tu(T ). (2.4)

(ii) Si (un) es una sucesión de Palais-Smale para para Ψ en c, entonces (m(un)) es una
sucesión de Palais-Smale para para J en c . Rećıprocamente, si (un) es de Palais-
Smale para para J en c y un ∈ N para todo n ∈ N, entonces (m−1(un)) es una
sucesión de Palais-Smale para para Ψ en c.

(iii) u es un punto cŕıtico para Ψ si y sólo si m(u) es es un punto cŕıtico completamente
no trivial para J .

(iv) Si (un) es una sucesión en U tal que un −−−→
n→∞

u ∈ ∂U , entonces Ψ(un) −−−→
n→∞

∞,

(v) El funcional Ψ es par, es decir Ψ(u) = Ψ(−u) para cada u ∈ U .

Demostración. Adaptamos los argumentos usados en [5, Proposition 9] y [5, Corollary
10].

(i) : Sea u ∈ Ũ y v ∈ HG. Ya que su es el máximo de de Ju, usando el teorema de
valor medio obtenemos

Ψ̃(u+ tv)− Ψ̃(u) = J (su+tv(u+ tv))− J (suu)

≤ J (st+tv(u+ tv))− J (su+tvu) = J ′(su+tv(u+ τ1tv))[tsuv].

para |t| lo suficientemente pequeño y algún τ1 ∈ (0, 1). Similarmente

Ψ̃(u+ tv)− Ψ̃(u) ≥ J (su(u+ tv))− J (suu) = J ′(su(u+ τ2tv))[tsuv]

para algún τ2 ∈ (0, 1).
Ahora bien, por la continuidad de su y estas dos desigualdades obtenemos

ĺım
t→0

Ψ̃(u+ tv)− Ψ̃(u)

t
= J ′(suu)[suv] = J ′(m̃(u))[suv].
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Puesto que el lado derecho de la identidad anterior es una función lineal en v y continua en
v y u se sigue que Ψ̃ es clase C1. Finalmente, si u ∈ U y v ∈ Tu(T ), entonces m̃(u) = m(u),
lo que demuestra lo que se queŕıa.

(ii) : Notemos que
HG = Tu(T )⊕ (Ru1, . . . ,RuM)

para cada u ∈ U . Ya que m(u) ∈ N , tenemos

su,i∂iJ (m(u))ui = ∂iJ (m(u))m(u)i = 0, para todo i = 1, . . . ,M.

Por lo tanto

J ′(m(u))w = 0 para w ∈ (Ru1, . . . ,RuM).

Entonces, de (2.4) obtenemos

C0(mı́n
i
{su,i}) ∥J ′(m(u))∥(HG)−1 ≤ ∥Ψ′(u)∥∗ = sup

v∈Tu(T ),
v ̸=0

|J ′(m(u))[suv]|
∥v∥

≤ (máx
i

{su,i}) ∥J ′(m(u))∥(HG)−1 .

Si (Ψ(un)) converge, entonces de (2.3) deducimos que (sun) es acotada en RM . Más aún, por
2.8(d), esta sucesión está acotada más allá de cero. Por lo tanto (m(un)) es una sucesión
de Palais-Smale para J en c si y sólo si (un) es una sucesión de Palais-Smale para Ψ en c,
como se queŕıa.

(iii) : Como J ′(m(u))w = 0 si w ∈ (Ru1, . . . ,RuM), se sigue de (2.4) que Ψ′(u) = 0
si y sólo si J ′(m(u)) = 0. Aśı, como m(u) ∈ N , por lo que m(u) es un punto critico de J
completamente no trivial siempre que Ψ′(u) = 0.

(iv) : Sea (un) es una sucesión en U tal que un −−−→
n→∞

u ∈ ∂U . Entonces, Como

m(un) ∈ N para todo n ∈ N, la identidad (2.1) nos dice que

J(m(un)) =
p− 2

2p

M∑
i=1

∥m(un)i∥2i .

Por otro lado, 2.8(e) asegura que ∥m(un)∥ −−−→
n→∞

∞. Esto demuestra que

Ψ(un) = J(m(un)) −−−→
n→∞

∞,

como se queŕıa.
(v) : Como −u ∈ U si y sólo si u ∈ U , tenemos que s−u = su. Aśı, como J es par,

ocurre que
Ψ(−u) = J (s−u(−u)) = J (su(−u)) = J (suu) = Ψ(u).

Definición 2.13. Sea Z un subconjunto simétrico de T , es decir, tal que −u ∈ Z siempre
que u ∈ Z. Si Z ̸= 0 género de Z es el entero k ≥ 1 más pequeño tal que existe un mapeo
impar y continuo Z → Sk−1, donde Sk−1 es la esfera unitaria en en Rk. A tal entero lo
denotamos como genus(Z). Si tal número no existe, definimos genus(Z) := ∞. Además,
genus(∅) := 0.
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Como es usual, introducimos la siguiente notación

Ψ≤a := {u ∈ U : Ψ(u) ≤ a} y Kc := {u ∈ U : Ψ(u) = a, ∥Ψ′(u)∥∗ = 0}.

Del Teorema 2.12 obtenemos el siguiente resultado, que nos garantiza la existencia de
puntos cŕıticos bajo ciertas condciones en el funcional.

Teorema 2.14. (a) Si ı́nf
N

J es alcanzado por J en algún u = (u1, . . . , uM) ∈ N , enton-

ces u y |u| := (|u1| , . . . , |uM |) son soluciones completamente no triviales del sistema
(1.1).

(b) Si Ψ : U → R satisface la condición (PS)c para cada c ≤ a, entonces el sistema (1.1)
tiene, o bien una infinidad de soluciones completamente no triviales con la misma
norma, o bien tiene al menos genus(Ψ≤a) soluciones completamente no triviales con
normas distintas dos a dos.

(c) Si Ψ : U → R satisface la condición (PS)c para todo c ∈ R y genus(U) = ∞,
entonces el sistema (1.1) tiene una sucesión no acotada de soluciones completamente
no triviales.

Demostración. El Teorema 2.12(iii) asegura que u es un punto cŕıtico de Ψ si y sólo si
m(u) es un punto cŕıtico completamente no trivial de J . Además notemos que (2.1) es
equivalente a

Ψ(u) =
p− 2

2p
∥m(u)∥2 .

(a) : Si ı́nfN J = J (u) con u ∈ N , entonces m−1(u) ∈ U y ı́nfU Ψ = Ψ(m−1(u)). Aśı,
u es punto cŕıtico completamente no trivial de J . Además, como |u| ∈ N y J (|u|) = J (u),
lo mismo ocurre para |u|. Esto demuestra lo que se queŕıa.

(b) : El Teorema 2.12(iv) asegura que U es positivamente invariante bajo el flujo pseudo
gradiente negativo de Ψ. De manera que el lema de deformación usual se satisface para Ψ,
vea por ejemplo [4, Section II.3] o [6, Section 5.3].

Sea
cj := ı́nf{c ∈ R : genus(Ψ≤c) ≥ j}.

Un argumento estándar, como el usado en la prueba de [2, Theorem 9.12], demuestra
que bajo, nuestras hipótesis, cj es un punto cŕıtico de Ψ para cada j = 1, . . . , genus(Ψ≤a).
Más aún, si algunos de estos valores coinciden, digamos c := cj = · · · = cj+k, entonces
genus(Kc) ≥ k+1 ≥ 2. En cuyo casoKc es un conjunto infinito. Vea por ejemplo [4, Lemma
II.5.6], o bien [2, Proposition 9.30].

(c) : Bajo estás hipótesis se tiene que cj es un valor cŕıtico para cada j ∈ N. Además
un argumento bien conocido (ver [2, Proposition 9.33]) demuestra que cj −−−→

j→∞
∞.

3. Resultados de existencia

En esta sección aplicamos los resultados desarrollados para estudiar la existencia de
soluciones simétricas del problema (1.1). Primero veremos que el problema (1.1) no puede
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ser resuelto minimizando el funcional de enerǵıa en todo el espacio H1
0 (Ω)

M . No obstante,
cuando introducimos simetŕıas obtenemos una infinidad de puntos cŕıticos y, más aún, uno
de ellos es positivo y tiene la enerǵıa mı́nima (entre el conjunto de las soluciones con tales
simetŕıas). Un resultado de compacidad por simetŕıas será clave en la demostración del
Teorema 1.1.

Definamos

Sp,i := ı́nf
u∈H1

0 (Ω)
w ̸=0

∥w∥2i
|w|2p,i

Proposición 3.1. Tenemos que

ı́nf
u∈N

J (u) =
p− 2

2p

M∑
i=1

S
p

p−2

p,i (3.1)

y este ı́nfimo no se alcanza por J en N .

Demostración. Primero demostraremos (3.1). Consideramos a H1
0 (Ω) como un subespacio

de H1(Ω), v́ıa su extensión trivial. Ahora, dado u = (u1, . . . , uM) ∈ N , ocurre que ∥ui∥2i ≤
|ui|pp,i para cada i = 1, . . . ,M , pues λij < 0 para cada i ̸= j. Aśı,

Sp,i ≤
∥w∥2i
|w|2p,i

≤ (∥ui∥2i )
p−2
p .

Como u ∈ N , podemos aplicar (2.1) y obtenemos que

J (u) ≥ p− 2

2p

M∑
i=1

S
p

p−2

p,i

Para probar la desigualdad opuesta fijamos BR(x) := {y ∈ RN : |y − x| < R}. Sea
wi,R la solución de enerǵıa mı́nima al problema

−∆w + κiw = µi |w|p−2w, w ∈ H1
0 (BR(x)),

La cual existe pues p ∈ (2, 2∗). Estas soluciones satisfacen que

ĺım
R→∞

∥wi,R∥2i = S
p

p−2

p,i .

Ahora, para cada i = 1, . . . ,M fijamos ξi,R ∈ Ω tal que BR(ξi,R) ⊂ Ω y BR(ξi,R) ∩
BR(ξj,R) = ∅ siempre que i ̸= j. Entonces definimos ui,R(x) := wi,R(x − ξj,R) y uR :=
(u1,R, . . . , uM,R). Esto asegura que uR ∈ N y además,

ĺım
R→∞

J (uR) =
p− 2

2p

M∑
i=1

S
p

p−2

p,i .

Esto demuestra (3.1).

14



Ahora veamos que el mı́nimo no se alcanza. En busca de una contradicción suponemos

que u = (u1, . . . , uM) ∈ N y que J (u) =
p− 2

2p

M∑
i=1

S
p

p−2

p,i . Podemos suponer que ui ≥ 0 para

cada i = 1, . . . ,M . Fijamos un i = 1 . . . ,M y consideramos dos casos. Si
∫
Ω
u
αij

j u
βij

i ̸= 0

para alguna pareja i ̸= j, entonces ∥ui∥2i < |ui|pp,i y, por lo tanto, S
p

p−2

p,i < ∥ui∥2i . Esto implica

que J (u) > p−2
2p

∑M
i=1 S

p
p−2

p,i , lo cual es una contradicción. Por otro lado, si
∫
Ω
u
αij

j u
βij

i = 0

para todo i ̸= j, entonces ∥ui∥2i = |ui|pp,i = S
p

p−2

p,i . Esto nos dice que ui es una solución no
trivial al problema

−∆w + κiw = µi |w|p−2w, w ∈ H1
0 (RN).

Sin embargo, el hecho de que
∫
Ω
u
αij

j u
βij

i = 0 también implica que u
αij

j u
βij

i = 0 casi en todo
punto de Ω. Ya que uj ̸= 0 para todo j, debeŕıa ocurrir que ui = 0 en un conjunto de medida
positiva de RN . Eso contradice el principio del máximo. Esto termina la demostración de
que J no alcanza su mı́nimo en N .

Sin embargo, cuando nos restringimos a un espacio adecuado, a un subespacio deH1
0 (Ω)

de funciones con ciertas simetŕıas entonces recuperamos la compacidad del encaje en Lp(Ω).
Esto nos permite hallar múltiples soluciones al sistema (1.1) y más aún, minimizar el
funcional J en este espacio.

Sean G un subgrupo cerrado de O(N) y Gx := {gx : g ∈ G} la G-órbita de x ∈ RN .
Además, sea SN−1 := {x ∈ RN : |x| = 1} la esfera unitaria en RN . Recordemos que Ω es
un dominio exterior G-invariante.

Lema 3.2. Si dim(Gx) > 0 para cada x ∈ RN \ {0}, entonces, para cada k ∈ N existe
dk > 0 tal que, para cada y ∈ SN−1 hay g1, . . . , gk ∈ G que satisfacen

mı́n
i ̸=j

|giy − gjy| ≥ dk.

Demostración. En busca de una contradicción suponemos que hay un k ∈ N y que para
todo n ∈ N existe un yn ∈ SN−1 tal que

mı́n
i ̸=j

|giyn − gjyn| <
1

n
para cualesquiera k elementos g1, . . . , gk ∈ G.

Entonces, pasando a una subsucesión, tenemos que yn −−−→
n→∞

y en SN−1. Como dim(Gy) > 0

existen g̃1, . . . , g̃k ∈ G tales que g̃iy ̸= g̃jy si i ̸= j. Fijemos i0 ̸= j0 tales que para una
subsucesión de (yn),

|g̃i0yn − g̃j0yn| = mı́n
i ̸=j

|g̃iyn − g̃jyn| ∀n ∈ N.

Entonces,
0 < mı́n

i ̸=j
|g̃iy − g̃jy| ≤ |g̃i0y − g̃j0y| = ĺım

n→∞
|g̃iyn − g̃jyn| = 0,

lo cual es una contradiccón.
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Lema 3.3. Supongamos que dim(Gx) > 0 para cada x ∈ RN \ {0} y que Ω es un dominio
exterior G-invariante. Entonces, el encaje H1

0 (Ω)
G ↪→ Lp(Ω) es compacto para cada p ∈

(2, 2∗).

Demostración. Sea (un) una sucesión acotada de en H1
0 (Ω)

G. Entonces, una subsucesión
cumple que un −−−⇀

n→∞
u débilmente en H1

0 (Ω)
G. Sea vn := un − u. Una subsucesión de (vn)

satisface que vn −−−⇀
n→∞

0 débilmente en H1
0 (Ω)

G, vn −−−→
n→∞

0 en L2
loc(Ω) y vn(x) −−−→

n→∞
0 casi

en todo punto x ∈ Ω.
Nuestro objetivo es demostrar

sup
x∈RN

∫
B1(x)

v2n −−−→
n→∞

0. (3.2)

Para esto, fijamos C > 0 tal que ∥vn∥2 ≤ C para todo n ∈ N, donde ∥·∥ es la norma
estándar en H1

0 (Ω). Ahora, dado ε > 0, elegimos k ∈ N tal que C < εk, tomamos dk > 0
como en el Lema 3.2 y fijamosRk >

2
dk
. Consideramos dos casos. Supongamos que |x| ≥ Rk.

Entonces, por el Lema 3.2 existen g1, . . . , gk ∈ G tales que

|gix− gjx| ≥ |x| dk para cualesquiera i ̸= j.

Como |x| ≥ Rk, se tiene que |gix− gjx| > 2. Por lo tanto B1(gix) ∩ B1(gjx) = ∅ si i ̸= j
y, dado que, vn es G-invariante, obtenemos

k

∫
B1(x)

v2n =
k∑

i=1

∫
B1(gix)

v2n ≤
∫
Ω

v2n ≤ ∥vn∥2 ≤ C para todo n ∈ N.

En consecuencia ∫
B1(x)

v2n < ε para todo n ∈ N y todo |x| ≥ Rk. (3.3)

Supongamos ahora que |x| ≤ Rk. Entonces, como vn −−−→
n→∞

0 fuertemente en L2(BRk+1(0)),

existe n0 ∈ N tal que∫
B1(x)

v2n ≤
∫
BRk+1(0)

v2n < ε para todo n ≥ n0 y todo |x| ≤ Rk. (3.4)

De las desigualdades (3.3) y (3.4) se obtiene (3.2). Ahora bien, aplicando el lema de nulidad
de Lions [6, Lemma 1.21], concluimos que vn −−−→

n→∞
0 fuertemente en Lp(Ω) para cualquier

p ∈ (2, 2∗).

Los siguientes lemas nos permitirán aplicar la teoŕıa abstracta desarrollada en la Sección
2.

Lema 3.4. Supongamos que dim(Gx) > 0 para cada x ∈ RN \ {0} y que Ω es un dominio
exterior G-invariante. Entonces, el funcional J satisface la condición de (PS)c para todo
c ∈ R.
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Demostración. Sea (un) una sucesión en HG tal que J (un) −−−→
n→∞

c y J ′(un) −−−→
n→∞

0 en

(HG)′. Veremos que tiene una subsucesión convergente.
Se tiene la estimación

p− 2

p
∥un∥2 = J (un)− J ′(un)un ≤ c1 + c2 ∥un∥ .

Aśı, la sucesión (un) es acotada. Entonces, pasando a una subsucesión tenemos que un → u
débilmente en HG y, debido al Lema 3.3, un → u fuertemente en Lp(Ω)M . Aśı, tomando el
ĺımite en las fórmula para ∂iJ (un)ui hallada en la Observación 2.4 y que J ′(un) −−−→

n→∞
0

en (HG)′ obtenemos que

0 = ∥ui∥2i −
∫
Ω

µi |ui|p −
∑
j ̸=i

∫
Ω

λij |uj|αij |ui|βij para i = 1 . . . ,M.

Similarmente, tomando el ĺımite superior ahora para J ′(un)un y usando que un → u
fuertemente en Lp(Ω)M obtenemos

0 = ĺım sup
n→∞

∥un∥2 −
M∑
i=1

∫
Ω

µi |ui|p −
∑
j ̸=i

∫
Ω

λij |uj|αij |ui|βij .

Aśı, ĺım sup
n→∞

∥un∥ = ∥u∥. Sin embargo, como un → u débilmente en HG se tiene que

∥u∥ ≤ ĺım inf
n→∞

∥un∥. Esto demuestra el ĺımite existe y que

∥u∥ = ĺım
n→∞

∥un∥ .

Esto implica que, un → u fuertemente en HG, lo que concluye la demostración.

Lema 3.5. Sea UG := U ∩HG. Entonces, genus(UG) = ∞.

Demostración. Dado k ≥ 1, para cada j = 1, . . . , k, i = 1, . . . ,M , escogemos uj,i ∈ H1
0 (Ω)

G

tales que ∥uj,i∥i = 1 y sup(uj,i) ∩ sup(uj′,i′) = ∅ siempre que (i, j) ̸= (i′, j′).
Sea {ej : 1 ≤ j ≤ k} la base canónica de Rk y Q el conjunto

Q :=

{
k∑

j=1

rj êj : êj ∈ {ej, ej}, rj ∈ [0, 1],
k∑

j=1

rj = 1

}
.

El conjunto Q es homeomorfo a Sk−1 v́ıa un homemorfismo impar.
Ahora, para cada i = 1, . . . ,M definimos σi : Q → H1

0 (Ω)
G como σi(ej) := uj,i,

σi(−ej) := −uj,i y

σi

(
k∑

j=1

rj êj

)
:=

∑k
j=1 rjσi(êj)∥∥∥∑k
j=1 rjσi(êj)

∥∥∥
i

.
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Ahora bien, como uj,i y uj′,i′ tiene soportes ajenos si (j, i) ̸= (j′, i′), los mapeos σ1 . . . , σM

están bien definidos y, para cada x ∈ Q, supp(σi(x)) ∩ supp(σi′(x)) = ∅ siempre que
i ̸= i′. Luego, la Proposición 2.8 asegura que el mapeo σ : Q → UG dado por σ(x) :=
(σ1(x) . . . , σM(x)) esta bien definido. Además, es impar y continuo, pues cada una de sus
coordenadas lo es. La conclusión es que

genus(UG) ≥ genus(Q) = k.

Ya que k ≥ 1 fue arbitrario, el resultado se sigue.

Finalmente, nos encontramos en condiciones de demostrar el resultado principal del
trabajo.

Demostración del Teorema 1.1. El Teorema 2.12(ii) y el Lema 3.4 implican que Ψ satisface
la condición (PS)c para cada c ∈ R. Aśı, el Lema 3.5 y el Teorema 2.14 nos dan la
conclusión del Teorema 1.1, como se queŕıa.
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