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1. INTRODUCCION

Consideremos el sistema de ecuaciones elipticas

@ij | B =2;  en Q,

U;

{—Aui + Kt = PP+ 0, N Bl (1.1)

w € HY(Q), ij=1,....M

donde © es un dominio exterior en RY (es decir, R \ Q es acotado e incluso posiblemente
VaCfO), N >3, u; >0,k >0, )\’ij = >\ji < 0, Oéij:ﬁij > 1, Qi = Bji y Oéij+ﬁij =pEc (2,2*),
donde 2* := ]\272 es el exponente critico de Sobolev.

Estamos interesados en soluciones del problema (1.1) donde todas sus componentes
son no triviales, es decir, ninguna de ellas es la funcién idénticamente cero en €. A ta-
les soluciones les llamaremos completamente no triviales. En la misma linea, llamaremos
soluciones positivas a aquellas cuyas componentes sean todas funciones positivas.

Mostraremos que las soluciones completamente no triviales de (1.1) corresponden a
puntos criticos de un funcional ¥ : &/ — R de clase C' definido en un subconjunto ¢ del
toro T := S; X --+ x Sy, donde S; es la esfera unitaria en H} () respecto a una norma
adecuada, equivalente a la norma usual. Después veremos que se dan las condiciones para
aplicar la técnica del flujo gradiente para obtener la existencia y multiplicidad de puntos
criticos del funcional.

El objetivo de la tesina es exponer la formulacién variacional del problema (1.1) usada
en [1] para hallar soluciones completamente no triviales cuando el dominio tiene ciertas
simetrias. Durante todo este trabajo supondremos que €2 es un dominio G-invariante, es
decir, es invariante bajo la accién de un subgrupo cerrado del grupo O(N) de isometrias
lineales de RV . Estudiaremos las soluciones G-invariantes, a saber, aquellas cuyas compo-
nentes sean todas G-invariantes.

Sea Gz := {gz : g € G} la G-6rbita de x € RY. De manera concreta, demostraremos
el siguiente teorema, el cual es el resultado principal de este trabajo.

Teorema 1.1. Si dim(Gz) > 0 para cada x € RN \ {0} y Q es un dominio exterior G-
invariante en RY | entonces el sistema (1.1) tiene una sucesion no acotada de soluciones G-
mwvariantes completamente no triviales. Una de ellas es positiva y tiene la energia minima
de entre todas las soluciones G-invariantes completamente no triviales.

El problema (1.1) se ha estudiado extensivamente en dominios acotados y en todo R3
en [3]. El Teorema 1.1 nos provee de un resultado de existencia para dominios exteriores.

1.1. ANALISIS DE UNA FUNCION EN M VARIABLES

Con el objetivo de simplificar el andlisis variacional discutido en la Seccién 2 introduci-
mos los siguientes resultados para una funcién en M variables. Tal funcién aparece cuando
estudiamos el comportamiento del funcional de energia asociado al sistema (1.1) en cierto
espacio de Hilbert.




Sea J : (0,00)™ — R la funcién dada por

M
J(s) = Z a;s; —st +Zdw s57s ?”
1=1

i#£]

donde s = (51,...,SM), ai,bi > 0, dij 2 0, di]’ = djia O‘ijaﬁij > 1, Qg +Bl] =p> 2 y
&]z:ﬁij'

De esta manera,

0;J (s) = 2a;5; — pbs?™" + 2Zdwﬁw & f” . (1.2)
i#]
Los siguientes lemas nos permiten entender la naturaleza de los puntos criticos de la funcién
J, cuya importancia quedara manifiesta en la Secciéon 2.

Lema 1.2. Si pb; > 2Zdijﬁij para cada t = 1,..., M, entonces existen 0 <r < R < 0o
J#i
tales que
max J(s) = max J(s). (1.3)

s€(0,00)M s€[r,R|M
En particular, J alcanza su mdzimo en (0, 00)M.

Demostracion. Fijemos R > r > 0 tales que, para cadai=1,..., M,

QCLit — (pbl -2 Z d”ﬁ”) tpil <0 site [R, OO)

J#
y
2a;t — pb,tP' >0 site (0,7].
Sea s = (s1,...,81n) € (0,00)M. Si s; > Ry s; = méax{sy, ..., sy}, tenemos que
aZJ(S) S 2CLZ‘Si - 2a,t - (pbz —2 Zdl]ﬁl]> ng—l < 07 (14)
J#
en tanto que, si s; < r, entonces
9;J (s) > 2a;5; — pbis” " > 0. (1.5)
Por lo tanto (1.3) se cumple.
]

Lema 1.3. Si J tiene un punto critico en (0,00)

global de J en (0, 00)

, entonces es unico y €s un mdarimo




Demostracion. Supongamos primero que (1,...,1) es un punto critico de J. Entonces, de
(1.2) tenemos

0 < 2a; :pr—Qdeﬁw paracadat=1,..., M. (16)
J#i
Si s = (s1,...,5y) es un punto critico de J en (0,00)*, entonces, para cadai=1,..., M,
(1.6) y (1.2) implican que
2ai(5i - 8?71) = 22 dwﬁ”(Si)il — S?ijS?U_l). (17)
J#i
En busca de una contradiccién supongamos que s # (1, ..., 1). Consideremos dos casos.

Empezamos suponiendo que s; > 1 para algin i. Podemos suponer también, sin pérdida
de generalidad, que s; > s; para todo j. Entonces, el lado izquierdo de (1.7) es negativo,
mientras que el lado derecho es no negativo. Esto es una contradiccion. Ahora supongamos
que s; < 1 para algtin ¢. De nuevo, podemos suponer también, sin pérdida de generalidad
que s; < s; para todo j. En este caso el lado izquierdo de (1.7) es positivo mientras que

el lazo izquierdo no lo es, lo cual es una contradiccién. Esto demuestra que si (1,...,1)
es punto critico de J en (0,00)™, entonces es tnico. Ademds, las desigualdades (1.6) nos
permiten aplicar el Lema 1.2, el cual asegura que (1,...,1) es un maximo global.
Finalmente, si s° = (s!,...,s%,) es un punto critico de J en (0, 00)™, entonces (1,...,1)

es un punto critico de

M M M

J(s):= Zﬁzsl - Z b;s; + Z dwsy” S;B”,

=1 i=1 e
donde, @; := a;s?, by == bi(s?)P~! y dij := dij(s9)*7(s)P 71 y la conclusion se sigue del
caso especial analizado arriba. O

Tenemos el siguiente criterio de continuidad respecto a los parametros dados y los
puntos criticos.

Lema 1.4. Supongamos que J tiene un punto critico s° en (0,00)™. Entonces, para cada
e >0, existe un d tal que si d;; > 0 para todo i # 0 y

i(fdi—aﬂ—i— )+;

1=

b — b d;j — dy;

<0, (1.8)

entonces la funcion
M
)= S s = S Bl 3 s
J(s) = E a;s; — g bis; + ) dijs;s;
i=1 i=1 i#j

tiene un tinico punto critico s° en (0,00)™, el cual es un mdzimo global que satisface
s — 3% <e.




Demostracion. Como en la prueba del Lema 1.3 suponemos sin pérdida de generalidad que
s% = (1,...,1). En cuyo caso (1.6) se satisface. Entonces, eleglmos 0 > 0 lo suficientemente
pequeno de tal forma que (1.8) asegure que a;, b >0y pb -2 Z d;;Bi; > 0. Por lo tanto,
J#i

¢l Lema 1.2 implica que J tiene un maximo global 3° en (0,00) y el Lema 1.3 nos dice
que 50 es el tnico punto critico de J en (0, 00)M

Ahora bien, tomando 4,7 > 0 mas pequefios y R > r mas grande si es necesario,
tendriamos que J satisface las mismas desigualdades y por lo tanto, 5° € (r, R)*. Ya que
(1,...,1) es un maximo estricto, se tiene que |s° — (1,...,1)| < &, posiblemente después
de elegir un § ain mas pequeno. m

2. FORMULACION VARIACIONAL

En esta seccién exponemos la formulacién variacional abstracta del problema (1.1)
desarrollada en [1] de manera general. No obstante, nuestro objetivo es aplicarla para de
demostrar el Teorema 1.1. Para ello, debemos hallar una formulacién variacional adecuada
para el espacio de soluciones con simetrias. Sea H := H}(Q)Y

Sean G un subgrupo cerrado de O(N) y Gz := {gz : g € G} la G-érbita de z € RY.
Recordemos que €2 es un dominio exterior G-invariante.

Definicién 2.1. Una funcion v : Q@ — R es G-invariante si es constante en Gx para
cada x € Q. Una M-tupla de funciones (vy,...,vn) es G-invariante si cada una de sus
componentes es G-invariante.

Como es usual, denotamos por H}(Q)¢ := {v € H}(Q) : v es G-invariante} al espacio
de puntos fijos bajo la accién por isometrias de G en Hj (). Asi es espacio de M-tuplas
G-invariantes es H® = (Hg(Q)%)M.

Proposicién 2.2. Si G es un subgrupo de O(N) y € es un dominio exterior G-invariante,
entonces dim(Hg ()¢) = .

Demostracion. Como 2 es un dominio exterior podemos escoger una sucesion de funciones
radiales @), € CS°(RY), y por lo tanto G-invariantes, tales que supp(¢x) C © y supp(pr) N
supp(¢;) = 0 si k # j. De esta manera (i, ¢;); = 0 siempre que j # k para cada
i=1..., M. Esto demuestra que () es un conjunto ortogonal en H} (€)% con el producto

escalar (-,-); y por lo tanto, linealmente independiente.
m

Para v,w € H}(Q) define

1
2

(v, w); ::/Q(Vw-Verm-wv) y Jvll; = (/Q (|VU’2+"%U2)>

La hipotesis de que el operador x; > 0 para cada i = 1,... M garantiza que la férmula
para |-, define una norma en H{ ()% equivalente la usual de H'(€2).




Sean H = (H}(Q))M con la norma

M 3
2
[(ur, ... uar)|| = <Z ||Uz'||z->
=1

y el funcional J : H — R definido como

— § 12— = E o P — 2
j(uh o 7UM> — 5 ot ||ul||z P — /Q:ul |UZ’ 2

Q5

Bij-

M
Z//\z”uj U;
ij=17%

i#£]

Proposicién 2.3. El funcional J es clase C* en H.

Demostracion. Es una consecuencia de que la funcién F; : H — R dada por
1
Fi(u) := §<u27uz>z

es de clase C* con

@Fi(ul, c.. ,UM)U = 55<UZ,’U>1 Yv € H&(Q)G

G

este hecho se sigue que de cada sumando H} ()¢ es un espacio de Hilbert con el producto

interno (-, -);.
Por otra lado, como p € (2,2*) sabemos que la funciéon A : LP(Q2) — R

Atw) = [ fuf

es clase C? con derivada
A(w)v = p/ lw|P?wv  para todo v € LP(R).
Q

La demostracién de esto puede ser consultada [6, Proposition 1.12]. Como consecuencia la
funcién A; : LP(Q)M — R dada por

1
Ai(ug, .. upy) = —/ lui |7
Q

p

es clase C! y su i-ésima derivada parcial estd dada por
O Ai(uy, ..., up)v = / |ui|P 2w, Vo € LP(R2)
Q

Finalmente, usando que «;; + 8;; = p y un argumento andlogo al usado en [6, Proposition
1.12] para demostrar que A : LP(Q) — R es clase C' demuestra que la funcién B;; :
LPOM — R

i Bij
Bl-j(ul,...,uM) ::/)\ijuj”ui”.
Q

5



es clase C! con derivadas parciales i-ésima y j-ésima
o Qg Biij o Qi —2 /Bij . . .
0;Bij(u)v = /Q/\ijﬁij“j w;? Tuvy  0B(u)v = /Q)\ijozijuj w; uv si 1 # 7.

Mientras que en [6, Proposition 1.12] se usa fuertemente que p € (2,2*) en este caso la
hipétesis de que ;; > 1y f;; > 1 es crucial para que las integrales 0,B;;(u)v y 0;B;;(u)v
existan. Por ejemplo, para calcular la de i-ésima derivada parcial siguiendo la idea de [6,
Proposition 1.12], donde se calcula la derivada de Gateaux, se usa la siguiente estimacién
j

(us 4 tw)Pis — ug” u;B”

1

u

< Byl (lug] + o)™~ ol parav e LP(Q) y t € (0,1),

la cual se obtiene aplicando el teorema del valor medio a la funcién t — |s + t|6 ¥y usando
que su derivada ¢ > |t B~ es no decreciente (lo que es consecuencia de que 3;; > 1).
Luego, ya que 3; > 1y que a;; + (;; = p entonces, B; |u;|* (Jug] + |[v])%i 1 |v| € LY(Q).
Por tanto, el teorema de convergencia dominada implicaria la existencia de la derivada de
Gateaux

=0 Jq t J

Entonces que la funcién B : LP(Q)M — R

% (1, Bij — N,
iy (w4 1) — Njjus Y ug \ aij Bij—2
i Biju U;v.
Q

M
1
B(ul, . ,UM) = 5 Z Bij(ul,. .. ,UM)
1,j=1
ijij

es clase C! con i-ésima derivada parcial

Uy

M M
1 o 1 . ;
O;B(u1, ..., up)v = 2 Z/ AijBij |uy P ugo 2 Z/ g [l ugw |
=179 j=1 9
J#1 J#i
Finalmente, como consecuencia del teorema del encaje de Sobolev y el hecho de que

T(ur, .. yun) =Yy (Fi(ug, .. un) + Ai(ua, ..o un)) + B(ua, . .., upy) tenemos que J
es clase C' en H. O

Observacion 2.4. Como \ij = \j; y Bij = i, tenemos

M
_ 1 g o
0T (U1, ..., up)v =(u, v); — / i [uil” 2Uz‘v 3 Z/ i Bij [ Y |, Bii QUz‘U
Q — JQ
i
1 M
53 [l o
1 JQ
=
M
:(ui,v>i — / i ]ui\pd UV — Z/ Aijﬁij ‘Uj @ij Uy Pij=2 u;v.
Q — Ja
=




Ya que esto vale para cada i = 1,..., M y cada v € H}(f2), obtenemos la siguiente
formulacion débil.

Definicién 2.5. Una solucién (débil) de (1.1) es un punto critico de J en HE(Q)M.

Sin embargo, nuestro propésito es estudiar ciertas soluciones simétricas del sistema
(1.1). El siguiente resultado juega un papel muy importante en el estudio del problema
variacional con simetrias, pues nos dice que basta que una funcién sea un punto critico
de la restriccién del funcional de energia al espacio de puntos fijos, para que ésta sea una
solucién débil del sistema (1.1).

Teorema 2.6 (Principio de criticalidad simétrica, Palais, 1979). Si H es un espa-
cio de Hilbert equipado con una accion de un grupo G y J : H — R es un funcional
G —invariante de clase C', entonces

(a) VJ: H— H es G—equivariante, es decir,

VJ(gu) = gVJ(u) Yu € H, Vg € G.
(b) Siu e HY es un punto critico de la restriccion J|ge : HS — R, entonces, u es un
punto critico de J.
Demostracion. Puede hallarse en [6, Theorem 1.28]. O

Puesto que el dominio €2 es G-invariante, que el funcional J es G-invariante para esta
accion. Ademds es de clase C1, por lo tanto, como consecuencia del principio de criticalidad
simétrica (Teorema 2.6), tenemos que si u es un punto critico de la restriccién

Tlye : HE — R,

entonces u es un punto critico de J : H — R. Esto demuestra que las soluciones G-
invariantes del sistema (1.1) son exactamente los puntos criticos de J |4¢. Podemos resumir
este hecho en el siguiente resultado.

Corolario 2.7. Si G es un subgrupo de O(N) y § es un dominio G- invariante, las solucio-

nes G-invariantes del sistema (1.1) son precisamente los puntos criticos de la restriccion
del funcional J : H — R al espacio HE.

Las soluciones completamente no triviales pertenecen al conjunto

N = {(ul,...,uM)G’HG s #0, 0T (ury .. up)u; =0, Vi=1,..., M}.

Notemos que, si v = (uy,...,uy) € N, entonces
M
HuleQ = / i |uil” + Z/ i Bij |wi| ™ ‘ui|ﬁ’j Vi=1,..., M.
Q = Jo
J#i




Por lo tanto, tenemos

P
—Z”“ZHZ para u = (uq,...,uy) € N. (2.1)
i=1
Dados u = (uy,...,uy) € HY y (s1,...,51) € (0,00)M definimos
su = (S1Uy, ..., Syl )

y definimos J,, : (0,00)™ — R como

Ju(s) == Zam S; mes + de] ;lw 7,62]

t,j=1
i#j
1 1 1 g g
Qo g ~= 5 Hull|127 bu,i = ];/Q,ul ’Ui‘p, du,ij = —5 /Q >\ij ]uj i U Bij .
Si u; # 0 para todo i = 1,..., M podemos ver que s es un punto critico de .J, si y so6lo si
Su € /\/, pues
$i0;Jy(s) = O J (su)[siu], i=1,...,M
Definimos

U:={uecH® : suecN para algin s € (0,00)"}
= {u e (H}(Q)%\ {0pM : J, tiene un punto critico en (0, 00)}.

Por el Lema 1.3 si u € (H}(Q)% \ {0})™ y J, tiene un punto critico en (0, 00)M
entonces este punto critico es tnico y es un maximo global de J,, el cual denotaremos por
Su = (Su1,--.,Sum) y definimos el mapeo m : U — N como

De esta manera,

J(m(u)) = méx J(su).

s€(0,00)M

Sean S; := {v € H}(Q)C : |||, =1} T =Sy x--- xSy, U =UNT.Seam:U - N
la restricciéon de m a U. Ademads, escribimos como OU a la frontera de U en T .

Proposicién 2.8. (a) Siu = (uy,...,un) €T es tal que u; y u; tienen soportes ajenos
para cualesquiera i # j, entonces u € U. Por lo tantoU # O y U es un subconjunto
abierto de T .

(b) Si—X\;; > méx{ﬁi, gj } para algin i # j, entoncesU # T .

(¢) El mapeo m : U — N es continuo ym:U — N es un homeomorfismo.

(d) Eziste una constante dy > 0 tal que min;—y__a ||wil|; > do siempre que (uy, ..., up) €
N. Por lo tanto N es un subconjunto cerrado de H.

8



(e) Si(uy,) es una sucesion en U tal que u, —— u € OU, entonces ||m(uy)|| — 00,

n—oo

Demostracion. (a) : Sea u = (u1,...,up) € T tal que u; y u; tiene soportes ajenos si
i # j. Entonces, dy;; = 0sii# j. Sea s; == (p; [, |ui\p)_1/(p_2). Entonces,

007 (supsins = 5t sl = o7 [ el = 3 [ N sl s

J#i
o2 2 P P } : a; Bij
_Si ||ul”z _Si/,ul |u2| + duz] |$j 9 S; “
J#i
— 2 P2—P _
=s; —s;8;, =0
Por lo tanto (sjug,...,syuy) € Ny en consecuencia u € U. Asi, u € U, pues tomamos

u € T. Ademds, como a,,, b,; y d,;; son funciones continuas de u, el Lema 1.4 asegura
que U es abierto.

(b) : Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 1 y que j = 2. Sean
v,v3,...,0y € H funciones no triviales. Supongamos que existen ti,t; > 0 tales que
(t1v, tov,vs, ..., vy) € N. Entonces, como oy + f;; = py Aij < 0 para todo 1, j, de las
identidades para 017 (t1v,tov, v3, ..., vp)t10 Y 02T (t1v,tov, v3, ..., vpr)tev halladas en la
Observacién 2.4, tenemos

0 <& [lv]* < ,ultp/ |U|p+)\12ﬂ12ta12t612/ Cls
Q

—t’812/ ‘U‘p Mlta12+)\12512ta12>

0< 8ol < ot / [0]? + Agy Bt £ / of?
Q Q
= 15" / V" (12?3 + Ao1 Borty™').
(9]

Como A3 = Agp v el lado derecho de las estimaciones de arriba tiene que ser positivo,

obtenemos sa12 5 sa21 5
1 12 2 21
> —Ajg— > —Ajg—,
t(2112 12 ,ul y t?m 12 ,UQ

lo cual es imposible si —Ajp > maix{ﬁ,ﬂ} Por lo tanto, si la desigualdad —\;; >
méx{ﬁi, gﬂ }parai =1y j=2se satlsface entonces
ij

( voov s >ET\L{. (2.2)

[olly llolly eslls™ " loally

Esto demuestra que, si —\;; > max{ﬁ e £1% para algtin i # j, entonces U # T.




(¢) : Si (u,) es una sucesién en U tal que u, — u € OU, entonces para cada

n—oo
i, = 1,..., M ocurre que ay,; — Gy, by,; — bu;i ¥ du,i; — dy;;- El Lema
7 m—oo ’ " n—oo ’ ’ n—00 ’
1.4 garantiza ademds que s, ; — S,;. Por lo tanto el mapeo m : & — N es continuo.
n

—00
Ademds, la inversa de m : i/ — N dada por

— u u
ml(uh'"vuM):( : = >

lually ™ o

es continua.
Por lo tanto m : 4 — N es un homemomorfismo.
(d) :Si(uy,...,up) €N, entonces

Huz”fﬁuz/]uz\p parai=1,..., M,
Q

pues \;; < 0 para cadai,j =1,..., M.
Ahora, aplicando la desigualdad de Sobolev y obtenemos

2
uill; < pCP ||will?

donde C es la constante positiva, asociada a la desigualdad de Sobolev, que sélo depende
de p y N. Ahora, tomando dy := min<;<y{C2/u’"} obtenemos la estimacién deseada.

(e) :Sea (u,) una sucesién en U tal que u,, —— u € OU. Si la sucesién s, u, estuviese
n— o0

acotada, entonces, pasando a una subsucesion tenemos que sy, U, ; — S, u;. Ya que N
’ 7 n—oo

es cerrado ocurre que (sjuq, ..., Syuy) € N. Por lo tanto u € U. Lo cual es imposible,

pues u € OU y U es abierto en T. O

El argumento usado en la prueba de la parte (b) de la Proposicién 2.8 nos permite
atisbar en la naturaleza de ciertas soluciones completamente no triviales, mas precisamente:
la existencia de tales soluciones depende directamente de los parametros dados, como
veremos a continuacion.

Definicién 2.9. Una solucion completamente no trivial u de (1.1) serd llamada sincroni-
zada st u; = t;v yu; =t;v parai #j yt;,t; € R.

Corolario 2.10. Eziste un Ao < 0 tal que \j; < Ag para todo i, 7, entonces el sistema
(1.1) no tiene soluciones sincronizadas completamente no triviales.

,gTij’ %} para todo i # j. De esta
manera, si tuviera una solucién u sincronizada completamente no trivial, entonces (2.2) se
satisface y por lo tanto u no puede ser solucién de (1.1). O

Demostracion. Basta con tomar Ag tal que —Ag > méx{

El toro 7 es una subvariedad de Hilbert suave en HY. El espacio tangente a 7 en un
punto u = (ug,...,upy) € T estda dadp por

T.(T)={(v1,...,vp) € H® : {us,v;); =0 paratodoi=1,...,M}.
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Sea W : U — R dada por ¥U(u) := J(m(u)) y sea ¥ la restriccién de ¥ a U. De esta
manera

M M
-2 -2
U(u) = % E | $uuill; = pT g so; para cada u € U (2.3)
i=1 =1

Siu €U y la derivada U'(u) de ¥ en u existe, entonces

U (u)v
@l = s T
vetu(), |1Vl
v#0
i.e., ||-]|, es la norma en el espacio cotangente T*(7) de T en w.

Definicién 2.11. Una sucesion (u,) en U es llamada una sucesion de Palais-Smale para
para ¥ en ¢ si V(u,) — ¢ y ||V (un)|l, —— 0 y se dice que V¥ satisface la condicion
n—00 n—00

(PS). si cada sucesion de Palais-Smale para para ¥ en c tiene una subsucesion convergente.

Teorema 2.12. (i) ¥ € C'(U,R) y

U'(u)v = J'(m(u))[s,v]  para todou e U yv € T,(T). (2.4)

(13) St (uy,) es una sucesion de Palais-Smale para para ¥ en c, entonces (m(u,)) es una
sucesion de Palais-Smale para para J en c¢ . Reciprocamente, si (u,) es de Palais-
Smale para para J en c y u, € N para todo n € N, entonces (m~'(u,)) es una
sucesion de Palais-Smale para para VU en c.

(131) w es un punto critico para V si y sélo si m(u) es es un punto critico completamente
no trivial para J .

(1v) Si (u,) es una sucesion en U tal que u, —— u € OU, entonces ¥(u,) — o0,
n—oo n—00

(v) El funcional ¥ es par, es decir W(u) = W(—u) para cada u € U.

Demostracion. Adaptamos los argumentos usados en [5, Proposition 9] y [5, Corollary
10].

(1) :Seawu € u y v € HE. Ya que s, es el mdximo de de J,, usando el teorema de
valor medio obtenemos

U(u+tv) — ¥(u) = T (Supw(u +tv)) — T (syu)
< T (8410w + 1)) = T (Surtott) = T (Supto(u + 11tv)) [E8,0].

para [t| lo suficientemente pequeno y algin 7 € (0,1). Similarmente

U(u+tv) — ¥(u) > T (su(u+tv)) — T(syu) = T (su(u+ mtv))[ts,v]

para algtin 7, € (0,1).
Ahora bien, por la continuidad de s, y estas dos desigualdades obtenemos
U(u+tv) — ¥ _
i L) = VW) 2 sl = () [sut].

t—0 t
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Puesto que el lado derecho de la identidad anterior es una funcién lineal en v y continua en
vy u se sigue que U es clase C'. Finalmente, siu € U y v € T,,(T ), entonces m(u) = m(u),
lo que demuestra lo que se queria.

(73) : Notemos que

HE =T,(T) ® Ruy, ..., Ruy)
para cada u € U. Ya que m(u) € N, tenemos
$4,i0i T (m(u))u; = 0;J (m(u))m(u); =0, paratodoi=1,..., M.

Por lo tanto

J'(m(u))w =0 paraw € (Ruy,...,Ruy).

Entonces, de (2.4) obtenemos

Colmin{s,i}) 17/ () ey < W), = sup L0l
Z erfn.

< (Hl?X{Suz}) ||j’(m(u))||(Hc)_1 -

Si (¥(uy,)) converge, entonces de (2.3) deducimos que (s,,,) es acotada en RM. Més atin, por
2.8(d), esta sucesion estd acotada mds alld de cero. Por lo tanto (m(u,)) es una sucesién
de Palais-Smale para J en ¢ si y sélo si (u,,) es una sucesién de Palais-Smale para ¥ en ¢,
como se queria.

(737) : Como J'(m(u))w = 0 si w € (Ruy,...,Ruyy), se sigue de (2.4) que ¥ (u) =0
siy sélo si J'(m(u)) = 0. Asi, como m(u) € N, por lo que m(u) es un punto critico de J
completamente no trivial siempre que ¥'(u) = 0.

(iv) : Sea (u,) es una sucesién en U tal que u, —— u € OU. Entonces, Como
n—oo

m(u,) € N para todo n € N, la identidad (2.1) nos dice que

Tmn(u,)) = 2523 mu

i=1
Por otro lado, 2.8(e) asegura que |m(u,)|| —— oo. Esto demuestra que
n—oo

Y (un) = J(m(u,)) —— oo,

n—oo

como se queria.
(v) : Como —u € U siy sélo si u € U, tenemos que s_, = S,. Asi, como J es par,
ocurre que
U(—u) = T (s—u(—u)) = T (su(-u)) = T (syu) = ¥(u).
[

Definicién 2.13. Sea Z un subconjunto simétrico de T, es decir, tal que —u € Z siempre
que u € Z. St Z # 0 género de Z es el entero k > 1 mas pequeno tal que existe un mapeo
impar y continuo Z — SF71, donde SF7! es la esfera unitaria en en R¥. A tal entero lo
denotamos como genus(Z). Si tal nimero no existe, definimos genus(Z) := oo. Ademds,
genus(0) := 0.

12



Como es usual, introducimos la siguiente notacion
U=t .={ucl : V(u)<a} y K.={uel : V(u) =a,l|¥(u)|, =0}

Del Teorema 2.12 obtenemos el siguiente resultado, que nos garantiza la existencia de
puntos criticos bajo ciertas condciones en el funcional.

Teorema 2.14. (a) Si i/I\lffj es alcanzado por J en algin u = (uy,...,uy) € N, enton-

ces u y |ul := (Jur|, ..., |unl|) son soluciones completamente no triviales del sistema

(1.1).

(b) Si W :U — R satisface la condicion (PS). para cada ¢ < a, entonces el sistema (1.1)
tiene, o bien una infinidad de soluciones completamente no triviales con la misma
norma, o bien tiene al menos genus(V=?) soluciones completamente no triviales con
normas distintas dos a dos.

(¢c) Si ¥ : U — R satisface la condicion (PS). para todo ¢ € R y genus(U) = oo,
entonces el sistema (1.1) tiene una sucesion no acotada de soluciones completamente
no triviales.

Demostracion. El Teorema 2.12(iii) asegura que w es un punto critico de ¥ si y sélo si
m(u) es un punto critico completamente no trivial de J. Ademds notemos que (2.1) es
equivalente a

p—2 2
U(u) = TS [ (u) [

(a) :Siinfy J = J(u) con u € N, entonces m~'(u) € U y infyy U = ¥(m~*(u)). As,
u es punto critico completamente no trivial de J. Ademés, como |u| € Ny J(|u]) = T (u),
lo mismo ocurre para |u|. Esto demuestra lo que se queria.

(b) : El Teorema 2.12(iv) asegura que U es positivamente invariante bajo el flujo pseudo
gradiente negativo de W. De manera que el lema de deformacién usual se satisface para W,
vea por ejemplo [4, Section 11.3] o [6, Section 5.3].

Sea

cj:=Mf{c € R : genus(¥=) > j}.

Un argumento estandar, como el usado en la prueba de [2, Theorem 9.12], demuestra
que bajo, nuestras hipétesis, ¢; es un punto critico de ¥ para cada j = 1,. .., genus(¥=%).
Més atin, si algunos de estos valores coinciden, digamos ¢ := ¢; = -+ = c¢;, entonces
genus(K.) > k+1 > 2. En cuyo caso K, es un conjunto infinito. Vea por ejemplo [4, Lemma
I1.5.6], o bien [2, Proposition 9.30].

(c) : Bajo estas hipdtesis se tiene que ¢; es un valor critico para cada j € N. Ademas

un argumento bien conocido (ver [2, Proposition 9.33]) demuestra que ¢; —— 0. O
Jj—o0

3. RESULTADOS DE EXISTENCIA

En esta seccion aplicamos los resultados desarrollados para estudiar la existencia de
soluciones simétricas del problema (1.1). Primero veremos que el problema (1.1) no puede
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ser resuelto minimizando el funcional de energfa en todo el espacio HE(Q)™. No obstante,
cuando introducimos simetrias obtenemos una infinidad de puntos criticos y, mas atn, uno
de ellos es positivo y tiene la energia minima (entre el conjunto de las soluciones con tales
simetrias). Un resultado de compacidad por simetrias serd clave en la demostracion del

Teorema 1.1.

Definamos .
wll®

Sp,i - lf H !Z

uewH%Q) |w|p7i

Proposicién 3.1. Tenemos que

P2 Mo
. _ Z p3
Jgj{[j(u) 2 — Spi

y este infimo no se alcanza por J en N .

(3.1)

Demostracién. Primero demostraremos (3.1). Consideramos a Hj (£2) como un subespacio
de H'(Q), via su extensién trivial. Ahora, dado u = (uy, . ..,uy) € N, ocurre que ||u; |7 <

|u; z,i para cada ¢ = 1,..., M, pues \;; < 0 para cada i # j. Asi,

Como u € N, podemos aplicar (2.1) y obtenemos que

M

p—2 =

J(u) = B > Sy
i=1

Para probar la desigualdad opuesta fijamos Br(x) := {y € RY : |y —z| < R}. Sea

w; r la solucién de energia minima al problema
—Aw + kaw = g |[wP 2w, w e HY(Bgr(x)),

La cual existe pues p € (2,2*). Estas soluciones satisfacen que

2 e
z _ pP—
A {Jwq g[f7 = S5

Ahora, para cada ¢ = 1,..., M fijamos §r € Q tal que Br(&r) C Qv Br(&r) N
Br(&,r) = 0 siempre que i # j. Entonces definimos u; r(z) := w; p(x — &§r) y ug =

(1R, - - un,r). Esto asegura que ugr € Ny ademsés,

oM
lim J(ug) = 2o =Y 877

R—o0 2p P

Esto demuestra (3.1).
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Ahora veamos que el minimo no se alcanza. En busca de una contradiccién suponemos
M

_9 »_
que u = (ug,...,uy) € Nyque J(u) = ]02_ Z Slff. Podemos suponer que u; > 0 para
p i3
cada i = 1,..., M. Fijamos un ¢ = 1..., M y consideramos dos casos. Si [, uj”uf” #0
_pP_
para alguna pareja i # 7, entonces HUzH? < |uil} ; v, por lo tanto, S7;* < Hquf Esto implica

p
I L _ a: B
que J(u) > p2—p2 > et Spi ", lo cual es una contradiccién. Por otro lado, si [, u; ”uf” =0

p
. . 2 _ p _ p—2 . .,
para todo i # j, entonces |[u;l|; = |u;|,; = Sp;”. Esto nos dice que u; es una solucién no
trivial al problema
— p—2 LN
—Aw + rw = p; |lw]” " w, we Hy(RY).

Sin embargo, el hecho de que [, u;l’ uf “ = 0 también implica que uj‘J uf “ = () casi en todo
punto de Q. Ya que u; # 0 para todo j, deberfa ocurrir que u; = 0 en un conjunto de medida
positiva de RY. Eso contradice el principio del maximo. Esto termina la demostracién de
que J no alcanza su minimo en N

]

Sin embargo, cuando nos restringimos a un espacio adecuado, a un subespacio de Hy ()
de funciones con ciertas simetrias entonces recuperamos la compacidad del encaje en LP(€2).
Esto nos permite hallar multiples soluciones al sistema (1.1) y més atn, minimizar el
funcional J en este espacio.

Sean G un subgrupo cerrado de O(N) y Gz := {gz : g € G} la G-érbita de z € RY.
Ademas, sea SVt := {x € RY : |z| = 1} la esfera unitaria en RY. Recordemos que € es
un dominio exterior G-invariante.

Lema 3.2. Si dim(Gx) > 0 para cada x € RY \ {0}, entonces, para cada k € N existe
di > 0 tal que, para cada y € SN~ hay g1, ...,gx € G que satisfacen

min |g;y — g;y| > di.
i#£]

Demostracién. En busca de una contradicciéon suponemos que hay un & € Ny que para
todo n € N existe un y, € SV~! tal que

’ 1 .
H;m 19iYn — 95| < — para cualesquiera k elementos ¢i,...,g; € G.
i#]

Entonces, pasando a una subsucesién, tenemos que y, — y en S™ 1. Como dim(Gy) > 0
n—oo

existen gi,...,gx € G tales que g;y # g,y si ¢ # j. Fijemos iy # jo tales que para una
subsucesion de (y,,),

‘gioyn - /gvjoyn‘ = rznyéijn ‘gzyn - gjyn| Vn € N.

Entonces,
0 < Igéljn 19:y = 9591 < 1910y — Gjoy| = 1. |giyn = Gjyn| = 0,
lo cual es una contradiccon. O
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Lema 3.3. Supongamos que dim(Gx) > 0 para cada x € RV \ {0} y que Q es un dominio
exterior G-invariante. Entonces, el encaje H(Q) — LP(Q) es compacto para cada p €
(2,2%).

Demostracion. Sea (u,) una sucesién acotada de en H}(2)¢. Entonces, una subsucesién
cumple que u,, — u débilmente en H}(2)¢. Sea v, := u, — u. Una subsucesién de (v,)

n—oo
satisface que v, — 0 débilmente en H} ()¢, v, —— 0 en L2 (Q) y v,(x) — 0 casi
en todo punto x € Q.
Nuestro objetivo es demostrar
sup / v2 —— 0. (3.2)
zeRy J By (z) n—00
Para esto, fijamos C' > 0 tal que |[v,]|*> < C para todo n € N, donde ||-|| es la norma

estdndar en H} (). Ahora, dado € > 0, elegimos k € N tal que C' < ¢k, tomamos dj > 0
como en el Lema 3.2 y fijamos R, > %. Consideramos dos casos. Supongamos que |x| > Ry.
Entonces, por el Lema 3.2 existen ¢1,...,gr € G tales que

|gix — gjx| > |z|d), para cualesquiera i # j.

Como |x| > Ry, se tiene que |g;x — g;x| > 2. Por lo tanto By(g;x) N By(g;z) = 0 sii # j
y, dado que, v,, es G-invariante, obtenemos

k
k/ vi_Z/ vig/vZSHUHHQSC para todo n € N.
Bi(x) : Bi(giz) Q

En consecuencia

/ v2 < ¢ paratodo n € Ny todo|z| > Ry. (3.3)
Bi(x)

Supongamos ahora que |z| < Ry. Entonces, como v,, — 0 fuertemente en L?(Bg, 1+1(0)),
n—0o0

existe ng € N tal que
/ v? < / v? < ¢ paratodo n > ng y todo |z| < Ry. (3.4)
Bi(z) Bry,+1(0)

De las desigualdades (3.3) y (3.4) se obtiene (3.2). Ahora bien, aplicando el lema de nulidad

de Lions [6, Lemma 1.21], concluimos que v, —— 0 fuertemente en LP(2) para cualquier
n—oo

pE(2,29). 0

Los siguientes lemas nos permitiran aplicar la teoria abstracta desarrollada en la Seccion
2.

Lema 3.4. Supongamos que dim(Gz) > 0 para cada x € RN \ {0} y que Q es un dominio
exterior G-invariante. Entonces, el funcional J satisface la condicion de (PS). para todo
ceR.
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Demostracion. Sea (u,) una sucesién en H% tal que J(u,) — ¢y J'(u,) — 0 en
n—oo n—oo

(HE)'. Veremos que tiene una subsucesién convergente.
Se tiene la estimacion

— 2
f’T nl* = T () — T ()t < 1 + €3 ||t

Asi, la sucesién (u,) es acotada. Entonces, pasando a una subsucesién tenemos que u,, — u

débilmente en HE y, debido al Lema 3.3, u,, — u fuertemente en LP(Q)M. Asf, tomando el

limite en las férmula para 0;7 (u,)u; hallada en la Observacién 2.4 y que J'(u,) — 0
n—oo

en (H%)" obtenemos que
0= ”uZHZQ - / i Jui|” — Z/ Aij ‘Uj|aij |ui|ﬂij parai=1..., M.
¢ TR

Similarmente, tomando el limite superior ahora para J'(u,)u, y usando que u, — u
fuertemente en LP(Q)™ obtenemos

M
0 = limsup ||unH2 — Z/ 1 [P — Z/ Aij [y |ui|5“ '
i=1 /@ Q

n—oo . .
J#i

Asi, limsup |lu,|| = |lul|. Sin embargo, como u, — u débilmente en HE se tiene que

n—oo
|u|| < liminf ||u,||. Esto demuestra el limite existe y que
n—oo
Jull = tim .

Esto implica que, u, — u fuertemente en H®, lo que concluye la demostracién.

Lema 3.5. Sea UY :=UNHY. Entonces, genus(U®) = oo.

Demostracién. Dado k > 1, paracadaj =1,...,k,i=1,..., M, escogemos u;; € H3(Q)°

tales que [|uj|l, =1y sup(u;;) N sup(uy i) = O siempre que (i, j) # (7, j').
Sea {e; : 1 < j <k} la base canénica de R y Q el conjunto

k k
Q= {Zﬁéy‘ éje{es e} i E(0,1], Y = 1}-

j=1 j=1

El conjunto @) es homeomorfo a S¥~! via un homemorfismo impar.
Ahora, para cada i = 1,..., M definimos o; : Q — H}(Q)Y como o;(e;) == u,;,
0i(—€;) == —uji y




Ahora bien, como u;; y uj » tiene soportes ajenos si (j,4) # (j',4’), los mapeos oy ..., 05
estan bien definidos y, para cada = € @, supp(o;(x)) N supp(oy(x)) = () siempre que
i # 1. Luego, la Proposicién 2.8 asegura que el mapeo o : Q — U dado por o(z) :=
(o1(x)...,opm(x)) esta bien definido. Ademads, es impar y continuo, pues cada una de sus
coordenadas lo es. La conclusién es que

genus(UY) > genus(Q) = k.

Ya que k£ > 1 fue arbitrario, el resultado se sigue.
m

Finalmente, nos encontramos en condiciones de demostrar el resultado principal del
trabajo.

Demostracion del Teorema 1.1. El Teorema 2.12(i7) y el Lema 3.4 implican que ¥ satisface
la condicién (PS). para cada ¢ € R. Asi, el Lema 3.5 y el Teorema 2.14 nos dan la
conclusion del Teorema 1.1, como se queria. O]
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