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Introduccion

El problema a considerar es el siguiente:

—Au+u=|uf?u en RV,

ue HY(RY),

con p € (2,2%), donde 2* := % es el exponente critico de Sobolev.

El objetivo de esta tesis es probar el siguiente resultado.

Teorema 0.1. Si N > 4 el problema (0.1) tiene una solucion no radial que cambia de

51gM0.

Este resultado fue demostrado en por Bartsch y Willem en [1| para N =4y N > 6,y
por Lorca y Ubilla en [6] para N = 5, sin embargo la demostracién que proponemos aqui
sigue el método expuesto en [3], que esbozamos a continuacion.

Sean 2 un dominio suave y acotado en RY y ¢ > 0. Estudiaremos al problema

—e?Au+u = |[ulf?u en Q,

(9e)
u=0 sobre 0.

Este problema es interesante en si mismo porque surge como un modelo para la formacién
de patrones en diversas ramas de la ciencia, por ejemplo, la biologia: este problema ocurre
en el estudio de soluciones estacionarias al sistema de Keller-Segel o en el sistema Gierer-
Meinhardt, en el estudio de formacion de ciertos patrones biologicos |7].

En [8] Niy Wei probaron que las soluciones de energia minima del problema (g, ), cuan-
do ¢ — 0, se concentran en un tnico punto, ubicado a distancia maxima de la frontera, y
desarrollan un “pico” cuyo perfil asintotico es un reescalamiento de la soluciéon fundamental
(positiva y radial) del problema limite (0.1).

En esta tesis veremos que es posible encontrar una soluciéon no radial que cambia de

v



signo del problema (0.1), que ocurre como un perfil asintotico de soluciones del problema

(pe), que se concentran en un solo punto. Para esto, escribimos como

1 1/2
R 2 2 2
lull. = (g—N/RN 2Vl + u ])

a la norma en H!'(RY) asociada al problema (gp.). Entonces, demostramos el siguiente

resultado.

Teorema 0.2. Si () es una bola y N > 4, existen una sucesion de reales positivos €5 que
converge a cero, una solucion wy, que cambia de signo del problema (pe, ), un punto &, €

y una solucion u del problema (0.1) que cambia de signo con las siguientes propiedades
(a) limy_ o 5,;1 dist (&, 02) = o0,

(b) ll,mk_mo Huk - ﬂ(s;l( - &g))Hsk =0.

Para demostrarlo hacemos uso de la estructura variacional del problema (0.1) tanto
como del problema (p.), ademas usamos argumentos de compacidad por concentracion,
con simetrias involucradas.

Esta tesis se divide en tres capitulos: en el Capitulo 1 damos una descripcion detallada
del grupo de simetrias que jugard un papel importante en la prueba del Teorema 0.2. En el
Capitulo 2 veremos que el problema (p.) admite una formulacién variacional, la cual se
describe detalladamente. Finalmente, en el Capitulo 3 demostramos que el problema (p.)
tiene soluciones no triviales que son no radiales y que cambian de signo; ademaés analizamos
las propiedades simétricas de los puntos de concentracion y de las soluciones del problemas
(0.1) que ocurren como perfil asintotico de soluciones simétricas del problema (g.). Los

Teoremas 0.2 y 0.1 seran una consecuencia del resultado principal de este capitulo.



CariTuLo 1

[Las simetrias

Empezamos este capitulo estableciendo las bases que nos permitiran entender y expre-
sar de manera concreta la nociéon de que una soluciéon a una ecuaciéon diferencial tenga
simetrias. Finalmente, para encauzar nuestros esfuerzos, nos enfocaremos en un tipo par-

ticular de simetrias y expondremos una de sus propiedades geométricas.

1.1 Nociones basicas

Sea B(RY RY) el espacio de funciones lineales de RY en si mismo, con la norma

Tv
HTHB(RN,RN) ‘= sup m_
vERN w#£0 ||U||]RN

Definiciéon 1.1. FEl grupo ortogonal es el grupo
O(N) := {g € BRN ,RY) : para cada x € RY, |gz| = |z|}

e las 1sometrias lineales de con la operacion dada por la composicion de funciones.
de l t [ les d RN, { dad [ d

El grupo O(N) es un subconjunto compacto de B(RY, RY), sin embargo la estructura
que nos interesa estudiar en este trabajo es la de grupo per se, particularmente, la es-
tructura de ciertos subgrupos. Antes de llegar a este punto, debemos introducir algunos
conceptos basicos.

Si G es un subgrupo de O(N) y z € RY, la G—orbita de z es el conjunto

Gz :={gx : g€ G}
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y el subgrupo de G-isotropia de x es el conjunto
G, ={9eCG : gz =z}

Proposiciéon 1.2. Sean G un subgrupo de O(N) y x € RN, Si la G—drbita de x consiste

solamente de un punto, entonces G = G,.

Demostracion. Primero notemos que la G-6rbita de z siempre tiene a x por elemento,
pues como G es un subgrupo de O(N), este contiene a la funcién identidad de RY. Asi, al
aplicar este elemento del grupo a x, obtenemos exactamente a x.

Entonces, si Gz tiene un solo elemento, debe ocurrir que Go = {z}. Aplicando la
definicion, obtenemos que, para cada g € GG, gr = x. Esto demuestra que GG, contiene a
cada uno de los elementos de G, siendo la igualdad G = G, la consecuencia de este hecho.

m

En realidad, existe una relacion més estrecha entre los puntos de la G-6rbita de un
punto en RY y los elementos del grupo de isotropia de dicho punto. Dicha relacién se

establece en el siguiente resultado.

Proposicion 1.3. Sea G un subgrupo de O(N) y x € RYN. Entonces, hay una biyeccion
entre Gx y G/Gy, dada por gx — gG,.

Demostracion. Primero notemos que, dados dos elementos de Gz, digamos gz y ¢z, si
ocurre que gr = ¢'z, entonces g~ '¢’x = z. Esto nos dice que g~ ¢’ € G, y, por lo tanto, que
9G,. = ¢'G,. Con esto, vemos que la asignacion gx — ¢gG, es una funcién bien definida.

De manera reciproca, si ocurre que ¢G, = ¢’'G,, entonces ¢~ g’ € G,. Este hecho
significa que g~ '¢’z = x, que es equivalente a que ¢’z = gz. Esto demuestra que diferentes
clases laterales en G/G,, corresponden a diferentes puntos en Gz.

Finalmente, toda clase lateral esta asociada a un punto en la Gz, pues, si ¢'G, es una
clase lateral, esta corresponde al punto ¢’x. Esto nos dice que la correspondencia dada por
gr — gG, es suprayectiva.

La conclusion es que la regla de correspondencia dada por gr — ¢gG, es, en efecto,
biyectiva.

m

Una consecuencia de este hecho es que la G-6rbita de un punto x tendra la misma

cardinalidad que el cociente G/G,.
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1.2 Un grupo particular

Sea G un subgrupo cerrado del grupo O(N) de isometrias lineales de RY con las

siguientes propiedades:

(G1) 1G] = oo,

(G3) Para cada £ € RY, o bien G¢ = G, o bien |G¢| = 1,
(G3) Existe un epimomorfismo continuo ¢ : G — Zo,

La Proposicién 1.3 permite reescribir a (G) como sigue: (Go) Para cada & € RV, o
bien G¢ = {£}, o bien la funcion G — G¢ dada por g — g€ es biyectiva.

Nos interesa estudiar las funciones u definida en RY que satisfagan
u(yz) = o(y)u(x) Vye@q, zeRY. (1.1)

A una funcion u con esta propiedad la llamamos ¢—equivariante. Es importante notar
que si ¢(y) = —1 y u es ¢-equivariante entonces, u(yz) = —u(z). Esto nos dice que si

u # 0 entonces, u cambia de signo.
Ejemplo 1.4. Para N > 4 existen grupos G que satisfacen (G1), (G2), (G3).

Identifiquemos a RY con C x C x RY~*. Dado un ntimero complejo de moédulo uno,

A € C, definimos una la isometria lineal hy : C x C x R¥=* — C x C x R¥~* dada por

ha(z1, 22, ) := (A2, A\ze, x)  para cada 2y, 2, € C, z € RN,

Sea Y el conjunto de isometrias lineales de C x C x R¥~* definidas a partir de nimeros

complejos de modulo uno de la forma anterior, i.e.,
Y={hy: CxCxR"* 5 CxCxR"™* : NxeC, |\=1}L

El conjunto ¥ es un subgrupo de O(N), donde ocurre que para cada par de nimeros
complejos de moédulo uno, digamos, A y «, tenemos las identidades hyhy = hya ¥ (h,\)_1 =
h.

También consideremos a la isometria lineal o : C x C x R¥~* — C x C x RN~* definida
como

0(z1, 22, 7) := (=%, %1,2) paracada 2,2, € Cy 2z € RN ™,

3
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Esta isometria lineal es un elemento de orden cuatro de O(N).
Sea G el subgrupo de O(NN) generado por el conjunto XU {p}. Para dar una descripcion
més explicita de este grupo tomemos (21, 2, 2) € C x C x R¥=* y X\ € C de modulo uno.

Entonces,

Qh)\('th?)x) = Q(AZh)\ZZ)I) = (_)\_ZQaA_Zlv l’)

= (_XZ_% XZ_I: l’) = hX(_Z_Qa 21, I') = h’XQ(Zlv 22, I)
Esto demuestra que, para cada A € C de mo6dulo uno,
ohx = hyo.

Una aplicaciéon importante de la identidad anterior es que nos permite dar una descripcion

explicita de los elementos de GG, a saber
G={0"hy : XeCtalque |\ =1y 1<n<4}.

Otra identidad importante es

Esta se satisface pues, para cada (21, 29, 7) € C x C x RN™4

Qz(zlaz%x) = Q(_Z_Qa Z_17 $) = (_2_17 _2_27 x)

= (—z1,—29,2) = ((—=1)21, ((—=1)29,2) = h_1(21, 22, ).

Consideremos también al homomorfismo ¢ : G — Zy dado por ¢(p) = —1 y, siy €
Y, ¢(y) = 1. Este grupo y este homomorfismo satisfacen las propiedades deseadas. Las
propiedades (G;) y (G3) son claras. No asi (G). Para ver que esta ultima propiedad se
satisface, fijemos (21, 20, 2) € Cx Cx RY~%, Por la manera en la que los elementos de X y o
estan definidos, tenemos que si z1 y 29 son ambos cero, entonces G(z1, 22, ) = {(21, 22, ) }.
Ahora, si 21, o bien 2z no es el ntimero complejo cero, la funcion G — G(z1, 22, z) dada
por g — g(z1, 29, ) es inyectiva.

Veamos una demostracion de la dltima afirmacion del parrafo anterior. Para esto, to-
memos (21, z,7) € Cx CxRY~* tal que 21 0 25 no es el ntimero complejo cero. Sean m,n €
{1,2,3,4} y A1, A2 € C, ambos, de m6dulo uno. Sin pérdida de generalidad, podemos su-

poner igualmente que n < m. Ahora, supongamos que o"hy, (21, 22, 2) = 0™hy, (21, 22, T).
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Esta igualdad es equivalente a

hso0™ "hy, (21, 22, 1) = (21, 22, T). (1.2)

No puede ser que m —n = 1. De ocurrir m — n = 1, tendriamos

hss0™ " ha, (21, 22, ) = hxohss0(21, 22, ) = by, (=22, 721, 7).

De esta identidad y de la identidad (1.2) se sigue que 23 = —AjAoZ5 v 22 = A AoZ7. Asi,
z1 = —2z1 y, por lo tanto, z; = 0. Pero, zo = A A2z = 0. Lo cual es imposible, pues
contradice la hipotesis de que z; o bien 25 no es cero. Un argumento similar demuestra que

que m — n # 3. Luego, si m —n = 2, usando que p? = h_;, tenemos
hHQm_nhAg (Zla 22, CL') = hxh—lhAz (Zla 22, CL') = (_A_l)\QZl) _)\_1)\2227 .’I))

Usando la identidad (1.2) y que z; 0 2 no es cero, se sigue que —A\; Ay = 1y, por lo tanto

que —Ay = \;. De esta forma,
th)\l = thf)\z = thflhx\g = gnQZh)\Q = th’)\g'

Finalmente, si m —n = 0, usando la identidad (1.2) y que z; 0 23 no es cero, se sigue que
A2 = 1y, consecuentemente, que Ay = ;. De esta forma, 0"hyx, = 0"h_x, = 0™ hy,.
Esto termina la demostracion de que la funcion G — G(z, 21, ©) dada por g — g(z1, 29, x)

es uno a uno siempre que z; 0 z no sea el nimero complejo cero. O
Tenemos el siguiente resultado que nos ayudara a localizar los puntos de concentracion
de las soluciones simétricas del problema (p.).

Lema 1.5. Si G no es el grupo trivial y satisface (Gs), entonces, dada una sucesion (yx)
en RN existen una sucesion (¢x) en RY y una constante positiva C tales que, pasando a

una subsucesion,

dist({k,Gyk) <C Vk € N,

y se cumple que
(1) o bien G¢, = {(x} para todo k,

(i7) o bien |G| = 1 para todo k, y |gCx — h(x| — oo para cualesquiera g,h € G con
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g #h.

Demostracion. Primero recordemos que el espacio de G-puntos fijos de RY es
(RME = {2 € RY : gz = para cada g € G}.

Sea V = (RV)%. Veamos que V es un R—subespacio vectorial de RY.
SiAeRyaxyeV son dados, usando que cada elemento de GG es una transformacion

lineal de RY vemos que, para cada g € G,
gAr+y)=Agx+ gy =\r +y.

Ademsés, 0 € V, pues todas las transformaciones lineales de RY lo fijan. Esto demuestra
que V es un R—subespacio vectorial de RY.

Denotamos por & a la proyecciéon ortogonal de y, sobre V. Procedamos por casos.
Primero supongamos que la sucesion (dist(yg, V))ren esta acotada por una constante C' >

0, es decir, que la constante C' tiene la propiedad de que, para cada k € N,
dist(yx, V') < C.

En este caso, (& )ren €s una sucesion que satisface las siguientes dos propiedades simulté-

neamente:

= Cada elemento de la sucesion tiene un G—subgrupo de isotropia trivial, es decir
para cada k € N, G¢ =G.
Lo que es equivalente a que
para cada k € N, G¢& = {&.}.

Esto es debido a que &, € (RV)% para cada k € N.

» Para cada g € (G, como g es una isometria,

lgye — &kl = lovk — 98| = |yx — &| < C.

Esto demuestra que, para cada k € N, dist(&g, Gyg) < C.
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Tomando ¢, := & obtenemos una sucesion que satisface la condicion (3).

Ahora supongamos que la sucesion (dist(yx, V))ren no esté acotada. Para cada k € N
escribamos xp = yi — &. Como primeras observaciones, tenemos que para cada k € N,
1 € V4 y que la sucesion (zj)ren no estd acotada. Pasando a una subsucesion, podemos

suponer que xj # 0 para todo k. Entonces, como la sucesion (‘z—:') ren esta acotada, tiene
k-.

.. . x
una subsucesion convergente, digamos (m) jen Y que converge a z en RY.
J

Sean g,h € G distintos. Escribamos d := |gz — hz|. Como z ¢ V, la propiedad (G3)
asegura que gz # hz. Por tanto, d # 0. Usando la continuidad de g y h y la convergencia

de la sucesion (%)jeN elegimos n € N tal que
J

Tl Tk d
gﬁ—hi > —, sij>n.
|2, | |z, ||~ 2
De lo que deducimos que
dley,|
9T, — hxk].’ > —5 sij >n.
Puesto que ’%’ — 00 cuando j — 00, vemos que
‘gykj — hyk].’ = ‘gmkj — hxk].| — 0o cuando j — 00.

Ya que y;; no pertenece a V, la propiedad (G3) asegura que ‘Gyk].| = 1. Por lo tanto,
en este caso, basta definir a la sucesion (, = y;.
En resumen, si la sucesion (dist(yx, V') )ren esté acotada, elegimos a ( := & vy si la

sucesion (dist(yx, V'))ken N0 es acotada, elegimos a (i := yj. O
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Formulacion variacional del problema

En el estudio de ecuaciones en derivadas parciales surge de manera natural la necesidad
de considerar normas que involucren tanto a la funcién misma como a sus derivadas. Sabe-
mos que el espacio de Sobolev H!(R") es el espacio adecuado para estudiar la existencia de
soluciones débiles. Puede ocurrir que los puntos criticos de ciertos funcionales en el espacio
de Sobolev resulten ser soluciones débiles de ciertas ecuaciones en derivadas parciales. FEn-
tonces, en estos casos, estudiar la existencia de soluciones débiles es equivalente a estudiar
las propiedades de cierto funcional en el espacio de Sobolev. Si una ecuacién tiene aso-

ciado un funcional con esta propiedad, decimos que tiene una una formulacion variacional.

Para u € HY(RY) y para v € LP(R"), p € [1,00) denotamos por

fulli= ([ 19+ u?])w v (/) w);’

La funcion ||-|| es la norma de Sobolev usual en H'(R) y la funcién |-|, es la norma de
Lebesgue usual en LP(RY).
Un resultado clave para la teoria variacional de ciertas ecuaciones diferenciales es el

siguiente.

Teorema 2.1 (de encaje de Sobolev). Para cada p € [2,2*] se tiene H'(RY) C LP(RY)
y estd inclusion es continua, es decir, existe una constante Cy, > 0, que depende tnica-

mente de N y de p, tal que
lul, < Cnyp llull para cada u € H'(RY).

Demostracion. La prueba puede ser consultada en |2, Teorema 17.8]. ]
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Sean € un dominio acotado y suave en RV, p € (2,2*) y ¢ > 0. Como ya mencionamos,

estudiaremos al problema

—e?Au+u = |ulP?u en Q,

(9e)
u=0 sobre 0.

En este capitulo veremos que el problema (g.) tiene una formulacion variacional. Més
aln, veremos que basta restringir al funcional asociado el problema a cierto subespacio de

H'(RY) para estudiar las soluciones con ciertas simetrias.

2.1 Las normas asociadas al problema

Para u € H'(RY) denotamos por

1 ) ) ) 1/2 1 1/p
c = — \V4 , en = | — p )
o= (v [ VP e} k= (o [ )

Proposicién 2.2. Las funciones ||-||. y ||., definen normas equivalentes a la norma usual

de Sobolev ||-|| en H'(RY) y a la norma de Lebesgue ||, en LP(RY), respectivamente.

Demostracion. Para u,v € H(RY) definimos
1 2
(u,v)e = — [e“Vu - Vv + w). (2.1)
£ RN

Veremos que esta funcion define un producto interno en H'(RY). Este producto interno

induce a la norma ||-||. en H'(R") pues
lull. =/ (u, u). para cada u € H'(R").

Para ver que la funciéon definida en (2.1) es un producto interno, tomemos u, v, w €

HY(RY) y A € R. La simetria es inmediata de la definicién pues

(u,v). = &;N/RN[eQVu Vo +uw] = giN /RN[€2VU - Vu + vu] = (v, u)..

La bilinealidad se obtiene de la linealidad de la integral y de las derivadas parciales débiles,
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pues
(u, v + \w). = giN /RN [£*Vu - V(v + Aw) + u(v + dw)]
= 5LN /RN [£°Vu - (Vv + AVw) + (uv + duw)]
= ELN /RN [£2Vu - Vo + 2AVu - Vu + (uv + Auw)]
= giN /RN[52VU -V + uwv] + AgiN /RN[SQVU - Vw + uw)

—~

U, V) + AMu, w).

Esto demuestra que (2.1) es una forma bilineal. Ademas, para cada u € H'(RY) se tiene

P T ) 11,
mln{myg—N}HUH < ||U||5§max{w—_27€—]v}||“|| : (2.2)

Por lo tanto ||ul|. = 0 si y so6lo si u = 0.

Esto demuestra que la funcion definida en (2.1) es un producto interno en H*(RY).
Més atn, las desigualdades (2.2) demuestran que la norma inducida ||-||. es equivalente a

lo norma usual de Sobolev ||-||.

Por otra parte, como

1\ 7
ul,, = < ) |ul, para cada u € LP(RY),

eN

se tiene que || es una norma en LP(R"Y) equivalente a la norma usual de Lebesgue ||,
en LP(RY). O

Como corolario del analisis hecho en la prueba de la Proposicién 2.2 tenemos que
H'(RY) es un espacio de Hilbert con producto interno definido en (2.1). El siguiente paso
en nuestro estudio del problema (p.) es usar la norma ||-||. para estudiar el funcional de

energia definido sobre H'(R") asociado a esta ecuacion.

El hecho de que H'(RY) sea un espacio de Hilbert con la nueva norma |[-||_, nos
dara informacion sobre la regularidad de cierta funcién, como veremos en la siguiente

proposicion.

10



CAPITULO 2: FORMULACION VARIACIONAL

Proposicion 2.3. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-). La funcion

F: H— R dada por

F(u) := %(u,u}

es de clase C*° en H y se tiene que, para cada u,v,w € H,
F'(u)v = (u,v) y  F'(u)v,w] = (v,w).

Demostracion. Sean u,v € H. Puesto que

Flutv) = Fu) = (wv) _ glluto]® =3 full® — (u,v)

o] N [l
2 2 2
3 [l + 20, ) + ollY) = 3 el = . v)
o]
1
= 2l
y que £ [lv]| — 0, se sigue que
v—0
lim F(u+v) — F(u) — (u,v) _o
v=0 o]

Esto demuestra que la funciéon F es diferenciable en cada punto u de H y que
F'(u)v = (u,v)  para cadav € H.

La funcion F' : H — B(H,R), F'(u) = (u, ) es lineal y continua. Consecuentemente

es diferenciable en cada punto u de H y F"(u) = F’. De esta manera vemos que
F"(u)[v,w] = (v, w) para cada v,w € H.

Como F" es constante, es de clase C* y todas sus derivadas son cero.

Proposicion 2.4. La funcion H : LP(RY) — R dada por

1
H(u) = © / l?,
P JRrN

11
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es clase C? y sus derivadas estdn dadas por

Ho= [ P, H@l = -1) [ o

RN
para u, v, w € LP(RY).
Demostracion. Puede hallarse en [10, Proposition 1.12] O

Consideremos el funcional

J.: HY(RY) - R

dado por

1 1
Je(u) == <|Jul|Z = =|u
2 P

p
87p‘

Este funcional esta bien definido pues p € (2,2*) y el Teorema 2.1 nos garantiza que el
encaje HY(RY) < LP(R") es continuo, respecto a las normas de Sobolev y de Lebesgue,

en sus respectivos espacios.
Proposicion 2.5. El funcional J. es clase C2(H*(RY), R).

Demostracion. Este hecho es una consecuencia de las dos proposiciones anteriores. Para
verlo, escribamos
1
o p
Fl(u) T ]_9 |u|a,p7

A= (5 [ ).

se sigue de Proposicion 2.4 que F) es clase C2. Por otro lado, puesto que para cada u €
H'(RY) tenemos

para u € H*(R™Y).

Como

1
2

1
“uH? = §<u’ u>€7

se sigue de la Proposicion 2.3 que el funcional definido en H'(RY) como u > 3 ul|? es
clase C%.
Bien, ya que J.(u) = % [ul|? = Fi(u), queda demostrado que este funcional es clase C2.

Maés atin, se tiene, para cada u,v,w € H*(R),

1 1
J(u)(v) = 5_N/RN [£°Vu - Vo +w] — S_N/RN lulP~% uw

1 —1
J!(“)[an] = Y /RN [&‘QVU -Vw + vw} — (pgN ) /RN ’u‘p—2 wo.

12



CAPITULO 2: FORMULACION VARIACIONAL

]

Sea H} () la cerradura en H'(RY), respecto a la norma usual de Sobolev, del espacio

de funciones de clase C'*° con soporte compacto en (2.

Definicion 2.6. Una solucion (débil) de (p.) es un punto critico del funcional

Jo Hy(Q) — R.

2.2 El problema variacional con simetrias

En esta secciéon veremos como expresar en términos del lenguaje de la teoria de grupos
el hecho de que una solucién del problema (p.) tenga cierta simetria. Veremos también
que para estudiar este tipo de soluciones es posible restringir el analisis del funcional J. a

un subespacio de H} ().
Definiciéon 2.7. Sean G un subgrupo de O(N) y ¢ : G — Zo un homomorfismo de grupos.
(a) Un subconjunto Z de RN es G-invariante si Gx C Z para cada x € Z.

(b) Si Z C RN es G-invariante, una funcion f : Z — R es G-invariante si es constante

en cada G-orbita de Z, es decir, st
flgz) = f(2) para cada g € G y cada z € Z.

A una funcion O(N)-invariante se le llama, simplemente, radial.

(c) Si Z C RN es G-invariante, una funcion f: Z — R es ¢-equivariante, si
flgz) =d(9)f(2) para cada g € G y cada z € Z.

Proposicion 2.8. Sean G un subgrupo de O(N) y  un dominio G-invariante.

(a) Siue LP(Q) y g€ G, entonces uog € LP(Q) yluogl, , = |u|

gp’

(b) Siue HYQ) y g € G, entonces uo g € H(Q),
V(uog) =g 'oVuog

y llwogll. = llull. -

13



CAPITULO 2: FORMULACION VARIACIONAL

Demostracion. (a) Sean u € LP(Q)) y g € G. Puesto que ) es G-invariante, vemos que
g9(Q) = Q. Ademas, como |det(g)| = 1, usando el teorema de cambio de variable se tiene

que

o glf = / u(ga)? d = / ju(y)? dy = [ul’.

De esta manera, vemos que
_N _N
|uog’e7p:8 P"LLOg|p:E P |u|p:’u‘e,p'

(b) Sean g € Gy x € Q. Si p € C™®(N) y tiene soporte compacto en €, la regla de la

cadena asegura que, para cada y € RV

Vipog)(z)-y=(pog)(x)y=¢ (g2)lgyl = Ve(gz) - gy.

Puesto que g es una isometria,

Vol(gz) - gy = g 'Ve(gz) - y.

Consecuentemente,

V(pog)=g 'oVypoy.

Si expresamos a g~ ! en forma matricial como ¢! = (a;;), la identidad anterior se escribe

como

d(pog) i i :

— = = ajj=— 049, 1=1,...,N. (2.3)
8m,~ =1 (‘)xz

Ahora, siu € H}(f2), elegimos una sucesion de funciones clase C> con soporte compacto

en ), digamos (¢ )ren, tal que g ——ruen Hi (). En particular, tenemos que ¢y, —u
—00 —00
y g%f — Dju en L?(2). Asi, de la parte (a) obtenemos que
Doy, 2
YpOog —>uUO0g y ——og—— Djuog en L°(Q) .
k—o0 aZL’j k—oo
Més atin, gracias a esta ultima propiedad de convergencia en L?(2) y a la identidad (2.3),

tenemos que

()((0 @) g)
k: \ .. . 2
z k g a;;Djuog en L*(92) .

Jj=1

14



CAPITULO 2: FORMULACION VARIACIONAL

En resumen, hemos visto que la sucesion (¢ )ren de funciones clase C'* con soporte com-

pacto en € es tal que

N
— Z a;jDjuog en L*(Q) .

J=1

gk og)
8362-

$PpLOg —uUoyg y
k—o0

El resultado [2, Lema 16.13] nos permite deducir que

N
uog € Hy(Q) y Di(uog):Zaiijuog para cadai=1,...,N. .

j=1

Asi, en cada punto x € () tendremos la identidad
V(uvog) =g 'oVuoyg,

que era la que habfa que demostrar.
Ahora, usando la identidad que acabamos de mostrar y que ¢g~' € O(N) vemos que,

para cada x € 2,
V(o g)@)* = (g7 o Vuog)(@)|" = [g7"(Vulga))[* = [Vulga) .
De manera equivalente, hemos mostrado que para cada = € €, se tiene la identidad
V(uog)P = [Vuogl.

Finalmente, como ¢(2) = Q y |det(g)| = 1, usando la identidad anterior y el teorema de

cambio de variable obtenemos

1
2 2 2
||uog||€=€—N [[V(uog)|* + & uog|]

1
= o [ [Vuogl +juogf]

Esto concluye la demostracion. O]

Supongamos que G es un subgrupo de O(N) y que Q C RY. Si Q es G-invariante, para

15
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cada g € G y cada funcion u : Q2 — R, denotamos por gu : 2 — R a la composiciéon

gu :=uo g ', es decir,
(gu)(x) == u(g~'z) para cada = € (. (2.4)

Puesto que cada g € G es una isometria lineal de RY, tenemos que para cualesquiera
u,v:Q >Ry AXeR,

glutv)=gut+gv vy  g(hu) = A(gu).
De estas observaciones y de la Proposicion 2.8 se sigue el siguiente resultado.

Corolario 2.9. Sean G un subgrupo de O(N) y Q C RY. SiQ es un dominio G-invariante,

para cada g € G las funciones
g Hy(Q) = Ho(Q) y  g:LP(Q) — LP(Q)

dadas por u — gu son isomorfismos lineales e isometrias.

Demostracion. Las observaciones anteriores y la Proposicion 2.8 nos garantizan que,

para cada g € G, las funciones
g:Hy(Q) = Hy(Q) vy g:LP(Q) — LP(Q)

son ambas isometrias lineales. Sin embargo, no queda claro que sean isomorfismos. A

continuacion esclareceremos esto demostrando que, dado g € G, la funciéon inversa de

g: HYQ) — HYQ) ylade g: LP(Q) — LP(Q) son
g Hy(Q) = Hg(Q) vy g LP(Q) = LP(Q)
respectivamente.
Sean g € G, u € Hj(Q) . Tenemos que

g gu)=(gu)o (g )" =(gu)oyg
—(wogog=uo(glog) =u

16
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y que
glg™u) = (g7 'u)og™ = (uo(g") oy
:uo(gog_l) = U.

Estos calculos demuestran que, en efecto, g=' : H}(Q2) — H}(Q) es la funcién inversa de
g : HY(Q) — HL(Q) y, consecuentemente, que esta funcion es un isomorfismo isométrico.
Puesto que g : LP(2) — LP(2) tiene la misma regla de correspondencia, se sigue que esta
es igualmente un isomorfismo.

O

2.2.1 El principio de criticalidad simétrica

Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por B(H, H) al conjunto de funciones lineales

y continuas de H en si mismo y por
O(H):={g € B(H,H) : g es biyectiva y para cada u € H, ||gu||; = ||u| 4}

al conjunto de isometrias lineales de H. El conjunto O(H) es un grupo bajo la composicion

de funciones.

Definicion 2.10. Sea G un grupo. Una accion (isométrica) de G en H es un homomor-
fismo de grupos G — O(H). Un espacio de Hilbert con una accion de G se llama un
G-espacio de Hilbert.

La imagen de g € G bajo el homomorfismo G — O(H) se denota por g : H — H y se

escribe gu en lugar de g(u) para denotar a la imagen de u € H bajo la isometria g.

Ejemplo 2.11. Sean G un subgrupo de O(N) y Q un dominio G-invariante de RY. En-

tonces H3 () es un G-espacio de Hilbert con la accion
G — O(Hy ()
que, a cada g € G, le asocia la isometria lineal
g+ Hy(Q) = Ho(Q),  u gu,

donde gu es la funcion definida en (2.4).

17
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Demostracion. La funcion G — O(H(2)) es un homomorfimso de grupos pues, para
cada u € H}(Q2) y cada g, h € G se tiene

(gh)yu =wuo (gh)™' =wuo(h™'g™")
=(uoh™)og™ =g(uoh™) = g(hu).

]

Ejemplo 2.12. Sean G un subgrupo de O(N) y ¢ : G — Zs un homomorfismo de grupos.

Si Q es un dominio G-invariante de RN, definimos una accion de G en H}(Q) como sigue:
G — O(Hy(Q), g+ go: Hy(Q) — Hy(),
donde gyu = ¢(g) gu, es decir, para g € G y v € €,

(gou)(x) == ¢(g) u(g'z).

Demostracion. Por un calculo andlogo al de la prueba del Corolario 2.9, para cada g € G,

la funcién g4 es un isomorfismo lineal, pero es también una isometria, ya que

lgoull. = 1o(g)] lgull. = llgull. = [lull. -

Ademas,

lgpul., = 6(9)l lgul.,, = lgul., = [ul., -

Bien, ya vimos que la funcion G — O(H{(£2)) esta bien definida y es un homomorfismo

de grupos pues, para cada u € H}(Q) y cada g,h € G se tiene

(gh)gu = d(gh) (gh)u = ¢(g)d(h) g(hu)
= d(g) g(¢(h) hu) = gy(hyu).

O

Definicion 2.13. Sea H un G-espacio de Hilbert. Un funcional J : H — R se llama

G-invariante si, para cada g € G y cada uw € H se tiene

J(gu) = J(u),

18
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y una funcion x : H — H se llama G-equivariante si para cada g € G y cada u € H se

tiene
x(gu) = gx(u).

El espacio de G-puntos fijos de H es el subespacio
HY :={weH :para cada g€ G, gu=u }.

Resulta que si H es un G-espacio de Hilbert, se tiene que H¢ es un subespacio vectorial

cerrado. Consecuentemente H® es un espacio de Hilbert per se.

Ejemplo 2.14. Si G es un subgrupo de O(N) y Q2 es G-invariante, entonces el funcional
dado por J.(u) = %Hu”? - %\u!’;p es G invariante para la accion de G definida en el

Ejemplo 2.11. El espacio de G-puntos fijos de Hy(S2) es
HY()C ={ue HYQ) :u es G-invariante }.

Ejemplo 2.15. Si G es un subgrupo de O(N), ¢ : G — Zo un homomorfismo de grupos y

Q es G-invariante, entonces el funcional dado por J.(u) = 1 ||u||§ —% [ul?, es G invariante

para la accion de G definida en el Ejemplo 2.12. En este caso, denotaremos por
HY(Q)? = {u € H}(Q) : u(gr) = ¢(g)u(x) para cada g € G y cada v € Q }

al espacio de puntos fijos de H} () bajo esta accion. En términos de la notacion introducida

en esta seccion, tenemos
HY(Q)? ={ u€ HY}Q) :u es ¢-equivariante }.

El siguiente resultado juega un papel muy importante en el estudio del problema va-
riacional con simetrias, pues nos dice que basta que una funcién sea un punto critico de
la restriccion del funcional de energia a cierto subespacio, para que ésta sea una soluciéon
débil del problema.

Teorema 2.16 (Principio de criticalidad simétrica, Palais, 1979). Si H es un es-
pacio de Hilbert equipado con una accion de un grupo G y J : H — R es un funcional

G—invariante de clase C', entonces
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(a) VJ: H— H es G—equivariante, es decir,

VJ(gu) = gVJ(u) Yu € H, Vg € G.

(b) Siu € HY es un punto critico de la restriccion J [ye: HY — R, entonces, u es un

punto critico de J.

Demostracion. Puede hallarse en [10, Theorem 1.28]. O

2.2.2 Soluciones simétricas que cambian de signo

Sea 2 un dominio suave y acotado de RY. Nuestro propoésito es estudiar ciertas solucio-
nes que cambian de signo del problema (p.). Para esto supongamos que G es un subgrupo
de O(N), que Q es G-invariante y que ¢ : G — Zy es un homomorfismo de grupos. Asi,
lo que nosotros queremos es estudiar a las soluciones ¢-equivariantes del problema (p.).

Entonces consideremos el siguiente problema

—&2Au+u = |ulP2u en Q,
(9?) u=20 sobre 02,
u(gz) = ¢(g)u(x) geG, z e
Las soluciones ¢-equivariantes del problema (g.) son las soluciones del problema p?. Sin
embargo, como ya mencionamos antes, para estudiar a este tipo de soluciones es suficiente

estudiar los puntos criticos de la restriccion del funcional J. a cierto subespacio. Para ver

esto, consideramos la accion definida de en el Ejemplo 2.12 como
G — O(Hy (), g gp: Hy(Q) — Hy(Q).

Es importante notar que si ¢ es el homomorfismo trivial, es decir, si para cada g € G,
¢(g) = 1, entonces esta accion coincide con la definida en el Ejemplo 2.11. Sin embargo, si ¢
es un homomorfismo suprayectivo, la accién es distinta de la siguiente manera: Supongamos

que u € H} () es un punto fijo bajo de accion. Entonces, para cada € Q y cada g € G

u(gr) = d(g)u(z).

Asi, si ¢(g) = —1, entonces u(gr) = —u(x). Esto nos dice que si u # 0, entonces u cambia
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de signo y no es G-invariante.

1

Como el funcional J.(u) = 5 ]2 —% [ul? , es G-invariante para esta accién y es de clase

C?, tenemos, como consecuencia del principio de criticalidad simétrica (Teorema 2.16), que

si u es un punto critico de la restriccion
Jelmye - Ho(Q)? = R,

entonces u es un punto critico de J. : H3(Q) — R. Esto demuestra que las soluciones
¢-equivariantes del problema (p.) son los puntos criticos de J.| H(Q)%- Podemos resumir

este hecho en el siguiente resultado.

Corolario 2.17. Si G es un subgrupo de O(N), ¢ : G — Zy es un homomorfimso de

grupos y £ es un dominio suave G- invariante, las soluciones del problema

—e?Au+u = |ulP?u en Q,
(%9) u=20 sobre OS2,

u(gr) = ¢(g)u(xr) geG, zeq,

son precisamente los puntos criticos de la restriccion

del funcional J. al espacio H}(Q)?.
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CariTuLo 3

Soluciones nodales no radiales

En este capitulo demostraremos los teoremas principales de la tesis. Veremos que el
problema (p.) tiene soluciones ¢-equivarientes no triviales, que por lo tanto cambiarén
de signo y seran no radiales; ademas demostramos que el problema (0.1) tiene soluciones
no triviales ¢-equivarientes que ocurren que ocurren como perfil asintético de soluciones
¢-equivarientes del problema (p.) y analizamos las propiedades simétricas de sus puntos
de concentracion. Los Teoremas 0.2 y 0.1 seran una consecuencia del resultado principal

de este capitulo.

En adelante supondremos que G es un subgrupo cerrado de O(N) que satisface
(G1) |G| = oo,
(G3) Para cada £ € RY, o bien G¢ = G, o bien |G¢| = 1,

(G3) Existe un epimomorfismo continuo ¢ : G — Zs.

3.1 El problema en el espacio euclidiano

Consideremos el problema

—Au +u = |ulP?u,
(92) ue HY(RYN),
u(gz) = ¢(g)u(z) Vg e G, Vo e RY,

con p € (2,2%).
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Por el principio de criticalidad simétrica (Teorema 2.16), las soluciones del problema

(p2.) son los puntos criticos del funcional J,, : H*(RY)? — R dado por
1 1

donde || - || v |- |, denotan a las normas usuales de H'(RY) y LP(RY) respectivamente. Los

puntos criticos no triviales de J,, pertenecen al conjunto

N ={ue H'R")? :u+#0, Ji (u)u=0}
={ue H'RY)? :u#£0, |ul* = |up}.

Definimos
& = inf Jo(u).

00
uE/\/gg

La siguiente proposicién asegura, en particular, que H*(R™)? # {0}.
Proposicion 3.1. Se cumple lo siguiente:

(a) dim H'(RY)? = oo,

(b) N2 #0.

() 0 <2 < oo.

Demostracion. (a) Por (G1) y (Ga), existe & € RY tal que |G| = 1. La funcion
L G — G& dada por 1(g) = g& es continua y biyectiva (por (Gz)) y, como G es
compacto, ¢ es un homeomorfismo. Por tanto, la composicion n = ¢ o ™! : G& — Zs
es continua. Denotamos por G7¢, := n7 (1) y G=& = n~'(—1). Estos conjuntos son
ajenos y no vacios (por (G3)), v la distancia entre ellos es positiva. Elegimos g > 0 tal que
20 < dist(G1&y, G=&) v 0 < dist(G&, (RV)Y), y definimos

QF = {z e RY : dist(x, GT&) < 0}, Q = {r e RY :dist(z,G" &) < o}.

Estos conjuntos son abiertos y G-invariantes, y Qt*NQ~ = (). Sea v € G tal que ¢(y) = —1.
Entonces QF = ~(Q7) y, para cada u € H}(Q)%, la funcion

u(z) siz e Qf,

—u(yx) sizeQ,
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pertenece a H'(RY)?. Por tanto, puesto que dim H}(Q2F)¢ = oo, concluimos que dim H(RY)? =

0.
(b) Ya que dim H'(RY)? = oo, existe u € H'(RY)? tal que u # 0. La funcién

pertenece a H'(R™)? v # 0 y satisface que

2p
||uH _ ull2
"~ = = |ul, = v[;.

ulp ulp July ™

IIUII

Consecuentemente, v € NZ.
(c) Como N2 # 0, se tiene que ¢, < oo. Por otra parte, el teorema de encaje de

Sobolev (Teorema 2.1) asegura que

2 2
S¢ = inf Iul > inf Iul > 0.
weH RN [ul2 T ueH ®Y) |ul?
u#0 u;é(]
Es sencillo comprobar que
& = L2 (se)
2p

Por tanto, ¢2 > 0. [l

Proposicién 3.2. (a) N2 es un subconjunto cerrado de H*(RY)?.

(b) N¢ es una subvariedad de Hilbert de clase C* de H'(R™)?. Se llama la variedad
de Nehar.

(¢) N2 es una restriccion natural para Ju, es decir, u € N¢ es un punto critico de Ju

si y solo st u es un punto critico de la restriccion Ju |0 .
oo

(d) Para cada u € H'(RN)? \ {0} eziste un tinico t, € (0,00) tal que t,u € N2 . Mds

ain, t, es el unico punto en (0,00) que satisface

méx Joo(tu) = Joo(tyu).
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Demostracion. (a) De acuerdo con el Teorema 2.1 existe una constante C' > 0 tal que
lul, < C |lull, para cada u € H'(R™)?.

Por lo tanto, para cada u € N2,

lull® _
L=
Jul,

cr< (/i

Como consecuencia tenemos que
Crz < |, para cada u € N2,
donde la constante C72 es positiva. Por lo tanto,
NE ={ue H'®RY)?: lul| > C72 y  lul® = [ul2},

donde vemos que es N2 es un subconjunto cerrado de H!(RY)?.
(b) Denotaremos al producto interno que induce la norma ||-|| usual de Sobolev en
H'(R)? como

(U, V) oo 1= / Vu- Vo +u], para cada u,v € H'(RV)?.
RN

Consideramos a la funcion ¥ : H'(RV)?\ {0} — R dada por ¥(u) = |lul|* — uly . De
esta manera, N2 = U~({0}).
Como consecuencia de las Proposiciones 2.3 y 2.4 se tiene que VU es clase C? y que su

derivada es
U (u)v = 2(u, v) o0 —p/N ulP% uw, para cada u,v € H'(RY)?.
R
Luego, vemos que 0 que cero es un valor regular de ¥, pues
(VU (u),u) = ¥ (u)u=2]|ul]> —p luly = (2 —p) lul® #0 para cada u € N2. (3.1)

Esto demuestra que N'¢ es una variedad de clase C* de H'(R)?.
(¢) De la identidad (3.1) se sigue que, si u # 0, entonces u ¢ ker ¥'(u). En cuyo caso,

HY(RM)? = ker V' (u) @ {tu : t € R}.
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Ahora, si u € N2 es un punto critico de la restriccion Jo | A2 > entonces, por definicion,
J. (w)v =0  para cada v € ker ¥'(u).

Ademas, por la definicién de N2 se tiene que J'_(u)u = 0. Por consiguiente,
J' (v =0  para cadav e H' (RY).

Es decir, siempre que u € N2 sea un punto critico de la restriccion J,, | Ao > entonces, serd
un punto critico de Jo, en N2, lo que demuestra la afirmacion.
(d) : Sea u € H'(RM)?\ {0}. Consideremos a la funcién f, : (0,00) — R dada por

fu(t) == Jso(tu).

Notemos que, si f/(t) = 0, entonces Ju(tu)u = 0. Asi, Jo(tu)tu = 0. Esto significa que
tu € N2. Reciprocamente, si tu € N2 entonces J.,(tu)tu = 0y, por lo tanto, J., (tu)u = 0.
Esto significa que f/(t) = 0. Esto demuestra que tu € N2 si y sélo si t es un punto critico
de la funcién f,.

Por otro lado, si f/(t) = 0, entonces 2 |ju||* — lul; 7 = 0. Por lo tanto,

[ul s~

Esto demuestra que la funcion f, tiene un tnico punto critico en el intervalo (0, 00).
Denotemos por t, a este punto critico. Mas atn, como f”(t,) = (2 — p) ||u||> < 0, vemos
que, t, es un maximo de f, en (0, 00).

En total, t, es el tnico punto en (0, 00) tal que t,u € N? y

méx Joo(tu) = Joo(tyu).

El siguiente resultado es consecuencia de la proposiciéon anterior.

Corolario 3.3. Si existe u € N2 tal que Joo(u) = ¢, entonces u es solucion no trivial

[o'ops

del problema (p2.). Esta solucion cambia de signo y no es radial.

Demostracion. Si J.(u) = ¢, entonces, por definiciéon, u es un minimo de J, en N2.
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Consecuentemente, u es un punto critico de la restriccion J, | N2 De la Proposicion 3.2
se sigue que w es un punto critico de J,, en H'(RY)?.

Por el principio de criticalidad simétrica (Teorema 2.16) se sigue que u es una solucion
del problema (p2 ). Ademas, u es una soluciéon no trivial ya que u # 0. Luego, por (G3)
existe v € G tal que ¢(vy) = —1. De esta manera, u(gz) = —u(r) para cada z € RY. Esto

demuestra que u es no radial y que cambia de signo. O

Una solucién de (p2 ) que satisface J (1) = ¢, se llama una solucién ¢-equivariante
de energia minima. Nuestro objetivo es demostrar que tal solucion existe. Obtendre-
mos este resultado a través del analisis del comportamiento asintético de las soluciones

minimizantes de un problema singularmente perturbado que estudiaremos a continuacion.

3.2 El problema de Dirichlet singularmente perturbado

Sean € un dominio suave, acotado y G-invariante de RY y ¢ > 0. Nuestro objetivo es

investigar la existencia de soluciones de energia minima del problema

—&2Au+u = |[ulP?u en Q,
(9?) u=20 sobre 052,
u(gr) = o(g)u(x) Vg € G, Vz €,

con p € (2,2%) y analizar su comportamiento cuando € — 0.

Como antes, denotamos por

1 ) ) ) 1/2 1 1/p
o= (e [ VP +]) L k= (5 [ )

Como vimos en el Capitulo II, las soluciones de (p.) son los puntos criticos del funcional

J. : HY(Q)? — R dado por ) ,
Je(u) = llullZ - 2—9|U

Los puntos criticos no triviales de J. pertenecen a

p
87p‘

N2 = {ue Hy(Q)? 1 u#0, [[u]2 =[u?,}.
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Definimos
¢ = inf J.(u).

Proposicion 3.4. Se cumple lo siguiente:
(a) dim H(Q)? = oo,
(b) N2 #9,
(c) 0<c? < oo.

Demostracion. (a) El espacio V := (RV)% de G-puntos fijos de RY es un subespacio
vectorial de R distinto de RY (por (G3)). Como  es abierto en R, existe zop € 2\ V.
De esta manera |G,,| = 1y, por consiguiente, la funcion ¢ : G — Gz, dada por ¢(g) := gxg
es continua y biyectiva (por (Gq)) y, como G es compacto, ¢ es un homeomorfismo. Por
tanto, la composicion 1 := ¢or™t : Gy — Zsy es continua. Denotamos por GTxg 1= n~1(1)
y G~xy := n~!(—1). Estos dos subconjuntos de € son ajenos y no vacios (por (Gs)),
y la distancia entre ellos es positiva. Elegimos ¢ > 0 tal que 2p < dist(GTzo, G"x0) y
o < dist(Gzo, 09), y definimos

Ti={z e RY :dist(z,GTxg) < 0}, Q :={z e RY :dist(z, G 2¢) < o}.

Estos dos subconjuntos de € son abiertos y G-invariantes, y Qt NQ~ = (). Sea v € G tal
que ¢(y) = —1. Entonces QF = v(Q7) y, de nuevo, para cada u € H} (Q27)%, la funcion

u(z) stz e QF,
—u(yx) sizeQ,
pertenece a H}(2)?. Por tanto, puesto que dim HE(Q21)¢ = oo, concluimos que dim H}(Q)? =

0.
(b) Ya que HE(Q)? = oo, hay un u € H}(Q)? tal que u # 0. La funcién

[uflz”
Vi=—F5—u
|ulp’
pertenece a H}(Q)?, v # 0 y satisface que
2p 2p
||U|| ull27 ([ull2”
o]l = = || 2= =% = [uf, = v,

|U|€,p |U|E7p u|25°
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Consecuentemente, v € N?.
(¢) Como N2 # ), se tiene que ¢? < co. Por otra parte, como las normas [|-||_ y ], son
equivalentes, respectivamente, a la norma usual de Sobolev ||| en H'(RY) y a la norma

de Lebesgue |-[, en LP(RY), el teorema de encaje de Sobolev (Teorema 2.1) asegura que

2 2
5 [ 1
UEH&(Q)¢ ‘u’&p ueH' (RN) ‘u|a,p
u#0 u#0
Por otro lado, es sencillo comprobar que
-2
¢ = T (s2)7
2p
Por tanto, ¢? > 0. O

Proposicién 3.5. (a) N2 es un subconjunto cerrado de HE(Q)?.
(b) N2 es una subvariedad de Hilbert de clase C* de HY(Q)?.

(¢) N? es una restriccion natural para J., es decir, u € N¢ es un punto critico de J. si

y solo st u es un punto critico de la restriccion J. ’Ng’"
(d) Para cada v € HE(Q)? {0} existe un tinico t, € (0,00) tal que t,u € N?. Mds aiin,

tu es el unico punto en (0,00) para el que cumple que

max J.(tu) = J.(t,u).

>0
Demostracion. La demostracion es totalmente anédloga a la de la Proposicion 3.2. O]
De la proposiciéon anterior se infiere el siguiente resultado.

Corolario 3.6. Si u € N? satisface J.(u) = 2, entonces u es una solucion no trivial de

(9?) que no es radial y cambia de signo.
Para probar la existencia de soluciones minimizantes usaremos los siguientes resultados.

Teorema 3.7 (Rellich-Kondrashov). Si Q es un dominio acotado y p € [1,2*%), entonces
la inclusion H} () — LP(Q) es un operador compacto, es decir, toda sucesion acotada en

H}(Q) contiene una subsucesion que converge en LP(2).

Demostracion. La prueba puede ser consultada en |2, Teorema 17.12] ]
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Lema 3.8. Sean Q un dominio acotado en RY, (uy)ren una sucesion en H}(Q) yp € [2,2%]
tales que (uy)ren converge débilmente a u en HL(Q) y que (up)ren converge a v en LP().

Entonces u = v.

Demostracion. Como ) es acotado y p € [2,2], el encaje LP(2) — L*() es continuo.

Asi, (ug)ren converge a v in L*(€). En particular, (uy)reny converge débilmente a v en
L3(9).

Por otro lado, el teorema del encaje de Sobolev (Teorema 2.1) asegura que el encaje
H}(Q) — L*(Q) es continuo. Como H}(Q2) y L?(Q2) son ambos espacios de Hilbert y el

encaje es lineal y continuo, se sigue que (uy)ren converge débilmente a u en L?(().

De la unicidad del limite débil en L?(€2) concluimos que u = v, que es lo que se queria
demostrar.
O

Teorema 3.9 (Existencia de minimos). Eviste u € N¢ tal que J.(u) = 2.

Demostracion. Sea (uy,)ren una sucesion en N2 tal que J. (uy) — 2. Como uy, € N2,
—00
se tiene que
p—2 _p—2

Jo(ug) = g
() = 2= 2 = 2

p
€?p ’

Esto nos dice que la sucesion (uy)rey estd acotada en H(}(2)?. Consecuentemente, ésta
tiene una subsucesion débilmente convergente en HJ(2)?. Por simplicidad denotaremos
del mismo modo a tal subsucesion. Sea u € H{(2)? el limite débil de (u)gen. Ahora,
como p < 2%, aplicando el Teorema 3.7 y el Lema 3.8, podemos elegir una subsucesiéon de

(ug)ken que converge a u en LP(§2). Por lo tanto,

2p
P ¢ po_ ¢
|u’s,p - k]l*{ilo |uk|e,p - p— 205 >0
Esto nos dice que u # 0.
1
p =y
Sabemos que el numero ¢, = (mﬂ’;’) 7 es tal que t,u € N?. Ademés, como uy € N2,
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se tiene que J.(t,ux) < J-(ux). De esta manera,

p
&p

o] 2 o] P
< lim inf (5 IItUUkHE) — liminf (23 |tuuk|g,p>

= lim inf J.(t,ug) < liminf J.(ug) = 2.
k—o0 k—o0

1 1
¢ < Jo(tyu) = = |[tyull2 — = [t
2 p

Esto demuestra que

. 1 2L
h’?_l)(l;lf Je(tyug) = 3 |tuull — p tuull, -

Por otro lado, como J.(t,ux) < J-(uy), vemos que

lim sup J. (t,ug) < limsup J.(uy) = ¢
k—o0 k—o0
1 , 1
L X
D

p
87p :

De esta estimacion se sigue que

lim sup J. (t,ug) < liminf J.(¢,uy).

k—o0 k—o0
Como consecuencia tenemos que klim J-(ty uy) existe y que
—00
, 1 , 1
k:lgrolo Je(tuug) = ) HtuuHs - 1_7 ’tuu‘g,p'
Sin embargo, como (ug)ren converge fuertemente en LP(S2), concluimos que
, 2 2
Jim fJagll; = full;

Por lo tanto, (uy,)ren converge fuertemente en Hg (€2). Consecuentemente, u € Ny J.(u) =

2. Esto concluye la demostracion. O

3.3 Comportamiento asintotico de las soluciones

minimizantes

Nuestro objetivo es describir el comportamiento asintético de las soluciones de energia

minima del problema (p¢) cuando € — 0. Para ello requerimos los resultados enunciados
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a continuacion.
La siguiente proposicion describe el comportamiento asintético de ¢? cuando € tiene

un G-punto fijo.

Proposicion 3.10. Si existe xg € Q tal que Gxrg = {xo}, entonces

Demostraciéon. Probaremos primero que
? < ligl_jélf 2. (3.2)

El Teorema 3.9 asegura que existe u. € ./\/;‘75 tal que J.(u.) = c‘f. Identificamos a wu. con
su extension trivial a RY y definimos v. € H'(RY) como v.(z) := u.(ez). Es sencillo

comprobar que

[vell = Mluelle v Jvelp = Juelep-

Por tanto, v. € N y

e < Bllvell” = Bt lue 12 = c2.

Esto demuestra (3.2).
Ahora demostraremos que
limsup ¢ < 2. (3.3)

e—0

Sea w € N2. Fijemos r € (0,dist(zg,Q)). Sea x € C®°(RY) una funciéon radial tal
que x(z) = Lsi [z] < 5y x(x) = 0si 2] > r. Definamos w.(z) := w(*=2)x(z — o).
Claramente, para cada v € Gy, se tiene w.(yz) = ¢(y)w:(x). Mas ain, como Gz = {x¢},
tenemos que w, es ¢-equivariante.

Veremos que, dada w € N, las funciones w, definidas en el parrafo anterior tienen la

siguiente propiedad:

||w6||§ = |w|® ¥ jwelZ,, — |w[}  cuando e — 0. (3.4)
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Para ver esto, notemos que

1 a x—1x9\ x(z — x0) x— o\ OX 2
— X — X — X
w2 =5 /RN g2 E [D,-w ( 5 ) . +w ( . ) (%-(I - xo)] dx
=1 7

1 T — 2
+5_N . [w( . 0)x(x—;1:0)] dx.

a:;to

Ahora, aplicando el cambio de variable y = y reacomodando los términos queda

. ||? :/N 622 [Dz-w (y) X(g€> +w(y) 3; (6y)} dy + /RN [w (y) x(ey)]* dy

=/ [D w (y) x(ye) + ew (y) o (Ey)rdy + /RN [w (y) x(ey)]* dy

a[[’i

-/ [T+ 0] )+ [ w) [9xEnl dy

+ 2 /RN Z (Dyw (y) w (y)) (X(@ﬁ) 8; (6?/)) dy.

Entonces,

etz = ol < | [ I¥F + w20] e = [ (9 + )

N
—1—25/ Diw (y ‘
> |

N
=1

24
d 3.5
D5 (e (35)
2 [ uy) (Ve
RN
Primero, el teorema de convergencia monétona de Lebesgue nos asegura que

lim
e—0

[ 190 + w)] ) as - [ (Ve )] a0 6o

Luego, usando que x tiene soporte compacto vemos que

@ [ w) Vel dy << sup (Vo) [l
R

zeRN
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Esta estimacion implica que

lfm &2 /RN w(y) |Vx(ey)]> dy = 0. (3.7)

e—0

Ademas, escribiendo C' := max sup tenemos la estimacion

1<i<N 2ERN

X
axix(iv) ,

[ sLETREIY

N
=1

)2 )| < sup (o) /wa )] dy

zeRN

< sup |x(z |C’Z(/ |Diw|2> (/ |w|2)
z€RN RN

Esto demuestra que

N
, X B
iy 22 [ > D0 5)w 1) )5 o)y . 33)
Finalmente, tomando el limite cuando € — 0 en (3.5) y aplicando (3.6), (3.7) y (3.8) queda
demostrado que [|w.||> — l|w]|?.

e—

T—xg

Por otro lado, aplicando de nuevo el cambio de variable y = tenemos

() -

Sin embargo, en este caso el teorema de convergencia monoétona de Lebesgue nos asegura

1
P __
|w€|57p - €_N

pdx = /RN lw (y) x(ey)|” dy.

RN

directamente que

iy [ o) xe)l dy = [ o) dy

e—0 RN RN
C ia direct ti b P termina la d tracié
OImo consecuencla directa se tiene que |[we ep — W P (0] que termina la emostracion
’ e—0
de (3.4).

Ahora bien, aplicando (3.4), vemos que, cuando € — 0,

p

_p_ _pb_
—2 2\ —2 e
i () = P2 (el )T e =2 [lwl*\ "™ _ T w).
>0 2p \ lwe| 2\ fwl,
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Asi,

¢ < n?;iox J-(tw,).

Ahora, calculando el limite superior obtenemos

lim sup ¢ < lim sup (méx Jg(tw5)> = Joo(w).
e—0 e—0 t>0

Ya que esta estimacion es valida para cualquier w € N2, (3.3) queda demostrada.

Finalmente, (3.2) y (3.3) implican que
lim ¢? = 2,
e—0

que es lo que se queria demostrar. O

Teorema 3.11 (Principio de continuacién tnica). Sean Q un dominio en RN, N > 3 y
Ve LE(Q). Siue HL.(Q) satisface

loc
—Au+ V(x)u =0,

yu =0 en un subconjunto abierto no vacio de §2, entonces u =0 en 2.
Demostracion. La prueba puede ser consultada en [5]. O

Lema 3.12 (Lema de Lions). Sear >0 y 2 < ¢ < 2*. Si (ug)ren €s una sucesion acotada
en HY(RYN) y si

sup / lug|* = 0 cuando k — oo,
yeRN J By (y)

entonces uy, — 0 en LP(RYN) para 2 < p < 2*.
Demostracion. La prueba puede ser consultada en [10, Lemma 1.21]. O

Lema 3.13. Sea H un espacio de Hilbert y sea (wy)nen una sucesion en H tal que w, — w

débilmente en H. Entonces,
. 2 2 2
I (flwn[|” = [lwn —wl”) = [[w]|”
n—oo
Demostracion. Puesto que w,, — w débilmente en H, se tiene que

; 2 2 ’ 2 2 2 2
T (flon[|” = flon = w[") = 1m (2(wn, w) = [[w]]") = 2 flw]|” = flw]l” = [lwf”
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[
Lema 3.14 (Lema de Brezis-Lieb). Sean p € [1,00) y (wn)neny una sucesion acotada en

LP(RYN) tal que w,(x) — w(z) para casi todo x € RN . Entonces,

T (Junl? — fion — wf2) = |2

Demostracion. La prueba puede ser consultada en [10, Lemma 1.32]. ]

Teorema 3.15. Supongamos que existe xy € Q tal que Grg = {xo}. Sean g, > 0 y
u € /\fa‘i tales que e, — 0 y J., (ug) = cffk. Entonces ezisten una sucesion (g )ken €n S y

una solucion @ del problema (p%.) tales que, pasando a una subsucesion,
(i) G& = {&} para todo k € N.
(i4) lm e 'dist(&, 02) = oo.
k—o00
(ii1) Joo(W) = 2.
(iv) Jim [fue =@ (55" = €))]|., =0.

(v) ]}erolo & =cl.

Demostracion. Identificamos a uy con su extension trivial a RY y definimos u(2) :=

ug(er2). Entonces uy, € H'(RY)? y

[ ||” = Jukl?, = p%csz lup? , = |uglh  para cada k € N.

En vista de que existe xy € Q tal que Gzg = {x¢}, las Proposiciones 3.10 y 3.1 aseguran

que cfk — ¢2 > 0. Del Lema 3.12 se sigue entonces que

0 :=limsup sup / |ug|? > 0.
Bi(y)

k—o0 yERN

Ahora bien, podemos escoger v, € RY tal que

/ Tl >
Bi1(yx)

Para la sucesion (yx)ren elegimos ((x)keny como en el Lema 1.5. Fijemos un C' > 0 tal

(3.9)

N[>

que, pasando a una subsucesion, dist((x, Gyx) < C para cada k € N. Con esto obtenemos

que, para cada k € N hay un v, € G tal que By (Yxyr) C Bey1(C)-
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Usando que uy es ¢-equivariante obtenemos la estimacion

~ - - )
/ | > / |y, [P = / P > . (3.10)
Bey1(Cr) Bi1 (vxyx) B1(yx) 2

Veremos que la sucesion ((y)ren satisface la propiedad (i) del Lema 1.5 como conse-
cuencia de la estimacion (3.10). Para ver esto procederemos por reduccion al absurdo.

En busca de una contradiccién supongamos que ((x)ren satisface (i7) del Lema 1.5. Sea
m € N. Por (G;), existen m elementos distintos gy, ..., g, € G. La afirmacion (ii) asegura

que existe ky € N tal que
19:C — 9G] > 2(C+1)  Vk>ky v Vi

Entonces Bei1(9iCk) N Beti1(9;¢) = 0 para todo i # j y k > ko. Asi que, como uy, es

¢-equivariante,

m
~ ~ - )
[oar=> [ jap-m il >
RN i=1 Y Bo+1(9ik) Beg1(Cr)

Esto es una contradiccion, ya que (g)ren estd acotada en LP(RY) y m es arbitrario. Con-

secuentemente, (; debe ser un G-punto fijo para cada k € N.

Ahora definamos uy(z) := ug(z + (). Como (x es un G-punto fijo, la funcion uy es
¢-equivariante, y como

[Te]|* = ||ax||® = I%C‘fk = |ug[) = [uxlh para cada k € N,

se tiene que U, € N2 v Joo(Uy) — . Puesto que la sucesion (Uy)ren estd acotada en
H(RM)?, pasando a una subsucesion, @, — @ débilmente en H'(R™)?, %, — @ fuertemente

p
en L,

(RY) y g (x) — u(z) en casi todo punto de RY. De la desigualdad (3.10) se sigue

/ @l =/ @l > 8.
Bc41(0) Bey1(Cr)

En consecuencia, @ # 0. Ahora veremos que @ es solucién del problema (p2).

que
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Como en la demostracion de la Proposicion 3.1, definimos

lul?

weH (BN |ul2
u#0

S;Q =

Aplicando los Lemas 3.13 y 3.14 obtenemos

(S9)72 = lim |[a|* = lim |3, —al® + [a]?
k—o0 k—oo
, o~ ~12 ~12
> Sp( lim [@, — @l + [a]})
~ ~ 2 ~ 2
> Sy (lim ([ —aly)r + ([aly)”)

~ ~ ~ 2
> Sp(lim (@, —aly + [al})?

SN

— (Sﬁ)pfz,

_ ¢ , ~ |p
= 5p (lim, [l
De aqui se sigue que

N 2T SIVE | P L P e
i ([~ 3% + (Ja2)? = (lim (@ — 3+ fal)

Luego, como u # 0, debemos tener

, ~ _/\p:
k11_>1110|uk ufy = 0.

Consecuentemente,

p

(52 [al2 < [[alf* < lminf [|a|* = (S9)7°=.
k—oo

—~
@)
-
S—
=
i
!

p p

Esto prueba que ||uy|| converge a ||| cuando k& — oo y, por consiguiente, que Uy converge

auen H'(RY)?. Como consecuencia, @ es una solucién del problema (p2) v Joo (@) = c2..

Ahora definamos &, = (.. Puesto que G actiia por isometrias lineales en RY y para

cada k € N, G, = {()}, entonces también se tiene que, para cada k € N, G¢, = {&;}.

En seguida mostraremos que la sucesion (& )ren tiene la siguiente propiedad de con-
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vergencia: dist (&, Q) — 0. Para verlo recordemos que la sucesion (yx)ren es tal que
— 00

S
/ > 2.
Bi () 2

Esto nos dice que dist(yx, supp(ug)) < 1. Por otro lado, supp(ty) = i supp(ug) C iﬁ De

aqui que dist(yy, iﬁ) < dist(yg, supp(iix)) < 1. Finalmente, dist(&, Q) = & dist((r, iﬁ) <

k(|G — yi| + dist(yg, iﬁ)) < g(C+1) — 0. Por lo tanto, queda demostrado que
—00

dist (&, Q) — 0.
k—o00

En vista de la ultima propiedad que demostramos, podemos notar que, pasando a una
subsucesion, & — ¢ € Q. Luego, tenemos que ¢}, ' dist(£,09) — d € [0, 00]. Veremos
que, necesariamente, d = co. Para esto procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos
que

di, == e, " dist(&, Q) — d € [0, 00).

Entonces & — & € 012, asi que, para k suficientemente grande, existe un tnico 6, € OS2
tal que |9k — £k| = diSt(fk, GQ)
Elegimos 7o > 0 tal que

B,,(¢C+rove) CRY\Q  para cada ¢ € 99,

donde v es el normal unitaria exterior a {2 en (. Esta eleccion es ilustrada en el siguiente

diagrama.

Sea T}, : RY — RY la transformacién dada por Ty(z) := =5k v sea 1y = T (Ok).

€k

Entonces |ng| := di. Asi que, pasando a una subsucesion, tenemos que 7 — 1. Observemos
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que
Ty [Bro (O + rove, )] = Broe,;l(??k + Togy, Vo, )-

Consideramos tres casos.
(1) Supongamos que d > 0 y que, para alguna subsucesion, & ¢ Q. Es sencillo com-

probar que existe kg € N tal que

By/»(0) C B, 1 (nk + Tocs, Ve, ) para cada k > ko,

—1
k

ya que los puntos 7, estan muy cerca de la esfera con centro en 0 y radio d, el centro de
Bmggl (k. + 7‘08,;11/9k> esté sobre el rayo que sale de 7, y pasa por 0, y el radio de esta bola

tiende a infinito (vea la Figura 3.1). Por tanto,
enz + & =T, (2) € By (O +1ovp,) C RV \ Q para cada z € Bg/s(0).
En consecuencia, ux(2) = ug(exz + &) = 0 para toda z € By/»(0) y, como Uy(z) — u(z)

p.c.t. z € RY, concluimos que @ = 0 en By2(0), lo que contradice el Teorema 3.11.

B4(0) t

2

Figura 3.1: Caso (1): By = T} [By, (0 + rov,)]

(2) Supongamos que d > 0 y que, para alguna subsucesion, & € . Como 7, — 17, es

sencillo comprobar! que existe kg € N tal que

By (2n) C B, o1 (e + Toelzll/gk) para cada k > k.

—1
k

Wea la Figura 3.2.
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Argumentando como en (1) llegamos a una contradiccion.

Figura 3.2: Caso (2): By := T} [B, (0 + 10v0, )]
(3) Finalmente, si d = 0, como vy, — v¢ concluimos® que
Bija(ve) C B,ms;l(nk + o€, Ve, para cada k > k.

Argumentando como en (1) llegamos a una contradiccion.

Bip(ve)

Figura 3.3: Caso (3): By := T [B, (0 + 70v0, )]

Esto demuestra que kh’m g, 'dist (&, 002) = oo, lo que concluye la demostracion del
—00
resultado. O

2Vea la Figura 3.3.
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3.4 Existencia de soluciones enteras nodales no

radiales

El siguiente teorema es consecuencia de los resultados obtenidos en las secciones ante-

riores.

Teorema 3.16. Sea G es un subgrupo cerrado de O(N) que satisface (G1), (Ge) y (Gs),

y sea BY la bola unitaria en RY.

(a) Para cada € > 0 el problema

—&2Au+u = |[ufP2u en BY,
(9?) u=20 sobre OBV,
u(gz) = ¢(g)u(r) Vg € G, Vx € BY,

tiene una solucion no trivial de energia minima, la cual cambia de signo y no es radial.

(b) Sier >0, ex =0, yue, es una solucion de energia minima de (92 ), entonces existen

una sucesion (&) en Q y una solucion no trivial u del problema

—Au + u = |ulP~2u,
(%) ue H'(RY),
u(gz) = ¢(g)u(z) Vg € G, Vr € RY.

tales que, pasando a una subsucesion,
(i) G& = {&} para todo k € N.
(i4) lm e 'dist(&, 02) = oo.
k—o00
(ii1) Joo(W) = 2.
) Jim = (5 — 0, =0
(v) kli)rrolo & =l

En consecuencia, el problema (p2.) tiene una solucion no trivial de energia minima, la

cual cambia de signo y no es radial.
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Demostracion. Observemos que BY es G-invariante para cualquier subgrupo G de O(N).
La afirmacion (a) es un caso particular del Teorema 3.9.
Como 0 es un G-punto fijo de BY para cualquier subgrupo G' de O(N), la afirmacién

(b) es un caso particular del Teorema 3.15. O

Demostracion de los Teoremas 0.1 y 0.2. El Ejemplo 1.4 asegura que, si N > 4,
existen subgrupos cerrados G de O(N) que satisfacen (Gy), (G2) v (G3). Por tanto, los

Teoremas 0.1 y 0.2 son consecuencia del Teorema 3.16. O
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