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Objetivos:
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Revisar la noción de integral sobre una
hiparsupurficia un R

Ver los teoremas que la conectan con la
integral usual un R

Q ejemplos



Integral sobre una curva

función u : RN ! R sobre una curva � : [a, b] ! RN suave o suave a trozos
como

Z

�
u dr :=

Z b

a
u(�(t)) k�0(t)k dt,
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pipa

promedio de
U solare 8

Calcula el área de la super
pa ficia con R xp centro

1814,01 y 1841,408411

ta R



E Eltit o con rectángulos y
particiones del dominio
de la curva

UMH
si until i i in es
partición de caos con
sus respectivos si's

ÉMILIE

área estimada

EEEIgjftitol
dkill.VN

EiDplHFillHiotilmcpces
Fri
INHIININA

teorema de
valormedio



Superficies en R3

Sea ⌃ una superficie inmersa en R3 con parametrización
� = (�1,�2,�3) : D ✓ R2 ! R3.
Si ⌦ es un abierto en R3 que contiene a ⌃ y u : ⌦ ! R es una función
continua, entonces la integral de superficie de u sobre ⌃ es

Z

⌃
u dS =

Z

D
u(�)

����
@�

@x
⇥ @�

@y

���� dxdy,
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esta vez queramos calcular
al promedio de los valores

at de u an E
üio el volumen entre las dos

superficies
122



De nuevo aproximamos por cubos

suaimaadadoanraiti.si

jjjjfE

di titliisitli y Sie Qi
al

Iii

H
X

volumen
delcubo UIOMill.IElolloilocail xfoldilocaiD

El olcitocaillxloldiolaillfsUCOLR.ltEfEilioilxE9aTltEloEcixqtaillecorrumngjalo



Sea IQil una partición finita de R de cuadrados lado li

Volumen aproximado

Fuori flotilla xgailttlokcixqla.it e

que es una suma de Riemann para la integral

uol.la FIdxdu



Hipersuperficies en RN

Ahora consideremos una hipersuperficie ⌃ inmersa en RN con parametrización
� : D ⇢ RN�1 ! RN .
Si ⌦ es un abierto en RN que contiene a ⌃ y u : ⌦ ! R es una función
continua, entonces la integral de superficie de u sobre ⌃ es

Z

⌃
u dS =

Z

D
u(�(y))

��detN
⇥
@y1�(y), · · · , @yN�1�(y), bn(y)

⇤�� dy,
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donde

Onouk
Mia y nial es el vector normal

unitaria al subespacio
0411112



Ejemplos

Relacióndel volumen de ER con

MBHIEEdxin.fifijos d raya
Amoldarlo e dg dg

2Nd

II un c dr

LE SÍ c Sds GAME
SE 1



Finalmente usamos la identidad 3h31 TIN

Y así W T

PILA



a línea de 00,10 en 1123

sea olx.us Izurieta TIII
la proyección estereográfica inversa en el
polo norte

Área de 08,101 1 de 185 9 dxdy
08,101

Y
a

iii tiiiiiii EEEH



Fx FIFI FE sino
ángulo que forman

O E son ortogonales

Cotto ttip

187X F Irte
Entonces un coordenadas polares XII N fartar

21T

lisiada ftp.dk ff adrdx

8TfjIFadN 4IT

i área de 08,01 4T



Nota
ftp.t pues



Teoremas de integración por partes y
formulas de Green

Sea ⌦ un abierto acotado con frontera clase C1 en RN .

Teorema 1 (de Green-Gauss)

Si u : ⌦ ! R es clase C1,
Z

⌦
uxi dx =

Z

@⌦
ubni dS.

Teorema 2 (Integración por partes)

Si u, v : ⌦ ! R son clase C1,
Z

⌦
uxiv dx = �

Z

⌦
uvxi dx+

Z

@⌦
ubni dS.
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Teorema 3 (Identidades de Green)

Si u, v : ⌦ ! R son clase C2.

(a)

Z

⌦
�u dx =

Z

@⌦

@u

@bn dS, donde @u
@bn es la derivada de u en la dirección del

vector normal exterior unitario bn, i.e., @u
@bn := ru · bn.

(b)

Z

⌦
ru ·rv dx = �

Z

⌦
u�v dx+

Z

@⌦
u
@v

@bn dS
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