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1. Sean f,g : R — R funciones continuas y sean {2 := (0,00) x Ry QT := (0,00) X
(0,00).
(a) (3 puntos) Usando el método de caracteristicas, encuentra una soluciéon para

(0 +0,)u=0 en Q" w(0,z)= f(x), u(t,0)=g(t), =z,t>0. (1)

(b) (2 puntos) En el problema (1), ;jqué deben satisfacer fy g para que la solucién
u sea diferenciable en 7
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2. * (5 puntos) Aplica el método de curvas caracteristicas para calcular la solucién de

wy + 5xt?u, =u+2 en (0,00) x R,

Haz un dibujo de las curva E 4 |cas en el plano y encuentra la solucion

explicita.
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3. * (5 puntos) Encuentra la (inica) solucién de entropia de

u + (zu%) =0, zeRt>0,
u(z,0) =g(x), x€R,

donde
1, =<0,
g(r) =42, O<x<l,
0, x=>1.

ﬁ( onNoow MY pOCo o ‘i.- N (LS

Theorem 4.10. If g € C? (R) is strictly convex or concave and g is bounded, there
exists a unique entropy solution of the problem

=0 eR,t>0
{ u +q(u), v (4.63)

u(x,0)=g(x) xR
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Theorem 4.11. Let ¢ € C?(R) be strictly convex and ¢ > h > 0 or strictly
concave and q"" < —h < 0.

a) If ¢" > h andugp >up or ¢" < —h and u_ < uy, the unique entropy solution ( LM J 0
is given by the shock wave .

u(m,t):{uR x>0 (up,ur)t

wuy, x<o(up,ur)t (4.66)

" For the proof, see e.g. [18], Smoller, 1983.
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4.6 The Riemann problem 213
where
q(ur) — q(ur)

o(ur,ur) = wn—un

b) If ¢" > h and up, < ug or q¢" < —h and uy > upg, the unique entropy solution
is given by the rarefaction wave

ur, x<q (up)t
u(z,t) =4 r(%) ¢ (up)t<x<q (up)t
UR x>q (ugr)t

= : ,
where r = (q') is the inverse function of ¢'.
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(3 puntos) [Conservacién de la energfa] Sea u € C?((0,00) x R) una solucién de la
ecuacion de onda uy —ug,, = 0 en (0,00) x R con condiciones iniciales u(0,z) = f(z)
v u;(0,7) = g(x) para x € R, donde f,g € C'(R) y g, f' € L*(R), es decir,

[1rP<oe  [lof <o
R
La energia de la solucién u al tiempo ¢ > 0 se define como
E(u(t, ")) = / gt )| + [ (t, 2)? d.
R

Demuestra que la energia esta bien definida y que se mantiene constante en el
tiempo; es decir, para t > 0,

|E(u(t,-))| < oo y t — E(u(t,-)) es constante.
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4. (5 puntos) Sea f € L>®(R) N C°((—o0,0]) N C°(0,00) tal que L~

lim f(z) =a, lim f(x)= b —

z—0~ z—0t

para algunos a,b € R, a # b. Sea u la solucién (dada por el nicleo del calor) de
la ecuacién uy — tuz, = 0 en (0,00) X R con condicién incial u(0,z) = f(x) para
x € R. ;Cudl es el valor del limite lim; o+ u(t,0)?
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