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Guia para el alumno

Lo mas terrible se aprende
enseguida y lo mas hermoso nos

cuesta la vida

— S1vIO RODRIGUEZ,
CANCION DEL ELEGIDO

En esta guia presentamos los resultado de célculo béasico necesarios
para que tu, alumna y alumno, puedas enfrentarte a los temas de este
CUrso.

Aqui encontraras una guia matematica pensada especialmente para
que puedas identificar las hipotesis necesarias de los resultados, apli-
car las formulas y teoremas, sin la necesidad de invertir tiempo extra
estudiando de nuevo estos conceptos.

El Capitulo 1 consiste de un repaso de las nociones basicas de calcu-
lo diferencial. Ademas incluye un ejemplo practico de los pasos que hay
que tener en cuenta para aplicar un cambia de variable a una ecua-
cion diferencial parcial. En Capitulo 2 estudiamos funciones definidas
en términos de integrales, sobre todos sus propiedades de regularidad.
Estas funciones son espacialmente importantes pues algunas soluciones
a ecuaciones diferenciales parciales pueden ser representadas mediante
una funcion de este tipo. En el Capitulo 3 hallamos breve un recorda-
torio de como calcular integrales sobre superficies, pues estas se usaran
cuando estudiemos las propiedades de las soluciones a la ecuacion de
onda en varias dimensiones. En el Capitulo 4 enunciamos resultados de

la teoria de Analisis de Fourier que nos permitiran estudiar soluciones

v



a ecuaciones diferenciales que admiten una representacion en series.
Estas aparecen cuando estudiamos problemas para la ecuaciéon de on-
da y de calor en intervalos acotados mediante el método de separacion

de variables.






CAPITULO 1

Calculo diferencial

En este capitulo recordaremos la definicion de la nocion de derivada
en un punto de una funciéon definida en un abierto €2 de R" y las
propiedades de las funciones que son diferenciables. Aunque usted ya
lo sabe, cabe mencionar que esta nocién captura de la idea de que
una funciéon pueda ser aproximada por una funcién lineal en un punto.
De esta manera, estudiar la derivada de una funcién en un punto nos
permite estudiar como se aproxima a ese punto.

Para comenzar establezcamos la notacion que usaremos. Al espacio

de funciones lineales de R en R™ lo denotaremos por
LR"R™) :={T :R" — R™ | T es lineal}.
Eiste es un espacio vectorial y esta equipado con la norma

17 () [l e
T ;(rn gy i = SUP  ————.
FERD T pemn, w0 (|7l

Durante esta seccion €2 denotara un abierto de R”.

§1.1 DERIVADA

Definicién 1.1: Una funcion v :  — R™ es diferenciable en el
punto z € € si existe un 7' € L(R", R™) tal que

e ) = u) = T() g

=0
h—0 17l

En este caso, la funcion T' es unica y se denota por u/(x).

1



CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

Durante la mayor parte del curso, nos interesara estudiar funciones
definidas u diferenciables en un abierto €2 y continuas en €2, que tomen

valores en R.

Ejemplo 1.2: Toda funcion 7' € L(R",R™) es diferenciable en R"
y T'(x) =T para cada x € R", pues

T(x+h)—T(x)—T(h)=0 para cada h € R".

Ejemplo 1.3: La funcion u : R*> — R dada por u(z) = ||z|/z. es
diferenciable en R? y u/(z)y = 2x - y para cada x,y € R? | pues

|2+ yllge = llzlge + 22y + yllge

Yy, asl,

|z + yllge — ll2llpe — 22 -y

= — 0
HyH]}@ HyHR2 y—0

Proposicion 1.4: Siwu: 2 — R™ es diferenciable en x, entonces es

continua en .

Demostracion. Ejercicio. N

Definicion 1.5: Una funciéon u : © — R™ es continuamente dife-
renciable en € si es diferenciable en cada punto de € y si el mapa

x — u'(z) es continuo.

Al conjunto de de funciones continuamente diferenciables de 2 en

R™ lo denotamos por
CHQ,R™) := {u:Q — R™ | u es continuamente diferenciable}.

En el caso de las funciones continuamente diferenciables de €2 en R a
este conjunto lo denotamos simplemente como C*(€2). Otra manera de

llamar a las funciones de C1(2) es como funciones de clase C*.




CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

§1.2 REGLA DE LA CADENA Y DERIVADAS
PARCIALES

Teorema 1.6 (Regla de la cadena): Sean Q C R" y Q) C R abiertos.
Si ¢ : © — R es diferenciable en z, () € Qy u : Q — R™ es
diferenciable en (), entonces u o ¢ : Q — R™ es diferenciable en z
y

(uo@)(z) =u'(p(x)) o ¢'(z). (1.1)

Demostracion. Ejercicio. ]

Escribimos a un punto y € R" en términos de sus coordenadas

como Yy = (y1,yz, e 7yn)~

Definicién 1.7: Sea u : 2 — R una funcién. Entonces, u es parcial-
mente diferenciable en la i-ésima coordenada (en la coordenada z;) en

el punto y € €1 si la funcion

t»—>u(yl,yg,...,yi+t,---,yn)

definida en una vecindad de 0 es diferenciable en 0 € R. A tal derivada

la denotamos por dju(y), u,,(y) o bien (y) v la llamamos i-ésima

derivada parcial en y. '

Si u es parcialmente diferenciable respecto a todas sus coordenadas

la llamaremos simplemente parcialmente diferenciable.

Obs: 1.8: Ya que t — u(y1,y2,..-,¥; +t,...,y,) es una funcion
definida en un abierto de R con valores en Ry L(R,R) = R. Como es

usual! entonces, se tiene la convencion de que

ou
E):ci

1Se identifica a T € L(R,R) con su valor en 1.

(y) € R.




CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

Entonces si u es parcialmente diferenciable respecto a la coordenada ¢

en cada punto x € () tenemos una funcion

a la que llamamos, la i-ésima derivada parcial de u.

Definiciéon 1.9: Si v : © — R es parcialmente diferenciable [en

todas sus variables|, el gradiente de u en x es el vector
ou ou ou
Vulo) = () Pee). . ).

Obs: 1.10: Siwu:Q — R es diferenciable en el punto x, entonces de
la regla cadena se sigue que todas la derivadas parciales existen y que
ou
ox;

donde e; es el 1—ésimo vector candnico. De esta manera, usando la

() = u'(x)e;,

linealidad de /() se sigue que

, "L Ou
w(z)y =) o)y = Vulz) - y.
i=1 "

Obs: 1.11: Sip = (1,902, ,Pm) : & — R™ es diferenciable en el
punto x, entonces cada una de sus funciones componenetes ¢; : 2 — R

es diferenciable en z resulta que

¢ (x)y = (L1 (2)y, e3(xy), . .., @) (2)y)
= (Voi(z) -y, V() -y, ..., Voo () - ).

Por lo tanto ¢’ es la funcion lineal dada por por la matriz

[O101(2) Dapr(z) -+ Dupr(a)]
Dpa(x) Oapa(x) -+ Onpa(w)
=] | |
_81<P7n(x) a2<Pm(37) c &Il(pm(x)_

4



CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

Obs: 1.12: En estos términos, la ecuacion (1.1) puede escribirse
como un simple producto de matrices:

(wo @) (z) = u'(p(x))¢'(x)

~
producto de matrices

En general, si una funciéon es parcialmente diferenciable respecto a
todas sus variables en un punto x, no necesariamente tiene que existir

su derivada en tal punto.

Ejemplo 1.13: La funcion

e sz y) £0,
0 si (x,y) =0,

u(x,y) =

es parcialmente diferenciable en (0,0) y sin embargo, su derivada no

existe en este punto?.

Demostracion. Ejercicio. ]

Teorema 1.14: Una funcion u : © — R es clase C! si y solo si

es parcialmente diferenciable en cada cada punto de x y todas sus

Ju
aa:i

derivadas parciales z — £%(z) son continuas.

Demostracion. Puede consultar [Clal5, Teorema 9.26] para un resul-
tado méas general, o bien [Taol6, Theorem 6.3.8| para nuestro contex-
to. [l

Corolario 1.15: Una funcion ¢ = (p1,99,...,¢0m) : & — R™ es
clase C! si y solo si ¢; es parcialmente diferenciable en cada cada punto

: : d; ,
de z € Q y todas sus derivadas parciales z — 322 (x) son continuas,

2No existe ninguna otra derivada direccional




CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

en cuyo caso ¢'(x) es representada por la matriz

_81901(33) a2%01(33) 8”901(37)
Opa(x) Oapa(x) -+ Onpa(w)

_al@m(x) 82@m(x) angpm(x)

§1.3 DERIVADAS (PARCIALES) DOBLES

Definicién 1.16: Decimos que una funciéon u : 2 — R es dos veces

continuamente diferenciable si es clase C'! y cada una de sus derivadas

ou Ou ou
8561’ 8@’”' 6)xn

El siguiente resultado es muchas veces olvidado, no obstante puede

. es clase C1.

parciales

ser harto importante para simplificar una gran de calculos y expresio-

nes durante la practica.

Teorema 1.17 (Derivadas mixtas): Siw: € — R es dos veces con-
tinuamente diferenciable entonces

9 Ou (z0) = 0 %(
ij&z:@- 0 _c%clﬁxj

xg) paracadazg €Ny 1<1i,j<n.

Demostracion. Puede consultar [Taol6, Theorem 6.5.4]. O]

§1.4 REGLA DE LA CADENA Y CAMBIOS DE

VARIABLE

Definicién 1.18: Un cambio de variable es una funcion ¢ : 2 — R"”
tal que det(¢'(x)) # 0 para cada x € .

Durante el curso puedes enfrentarte a la siguiente situacion: Dada

una ecuacion diferencial que puede parecer muy compleja, en tanto que




CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

podemos hallar derivadas parciales mixtas o no linealidades, es posible
hallar una cambio de variable ¢ que transforme la ecuacién dada en
una mas sencilla. Antes de ver un ejemplo repasemos algunos casos

particulares de la regla de la cadena.

Ejemplo 1.19: Supongamos que u : €2 — R es una funcion clase
Cly que v : R —  es una curva diferenciable dada por (t) =
(71 (t),72(t), ..., (t)). Entonces u o~y : R — R es diferenciable y

d(u o)

(1) = W) (1) = Tu(r(8) -7 (1)

DI ICTONEA TS

Ejemplo 1.20: Sea Qc R" Supongamos que u : 2 — R es una
funcion clase C' y que ¢ : © — Q es clase C' dada por p(y) =
(01(y), 02(y), - ., 03(y)). Entonces uo ¢ : Q — Res clase C' y (uo

©)'(y) = u'(o(y))¢'(y). De aqui se sigue que

di(uo)(y) = Vulp(y)) - Ve;(y)

Ejemplo 1.21 (Notacién de Leibniz®): Para sola una variable tene-

mos que u : R — R.

Sit=p(t)
du(p(t)) _ du dg
—— = — (1)) =
i~ a Py
Se suele escribir % = g—zz—f, sin embargo puede confundir a alguien

si no se recuerdan en dénde esté evaluada cada funcion.

Tomando u : R® — Ry ~(t) = (2(t),9(t), 2(t)). Usando esta

4

notacion® se puede escribir la derivada como

3Este ejemplo es una aportacion de Omar (2022-1)

4De nuevo hay un abuso de notacién, pues no se especifican los puntos donde estan evaluadas.




CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

du(y(t)) _ (‘3?03_:1: N 871&@ N 8?% _ .. d_fy
dt ordt Oydt 0zdt dt

Es comun que se especifiquen las variables sobre las que las que se

toma el gradiente poniéndolas en el simbolo (como subindice) V: en
este caso serfa Vg5

Si en vez de tomar una “curva’, tomamos un campo vectorial

o(r,y,2) = (2(z,y, 2),9(2,y, 2), 2(2, 9, 2)),

cada funciéon coordenada es un campo escalar y la regla de la cadena

€S

ou(p(z,y, 2)) _ 8_7:L 0z N 871L 0y N &f 0z .. &p’
ox; 0xdx; Oydx; 0z 0x; ox;
donde ggﬁ = (gi,g—i, 88;)
Un ejemplo aplicado para una propiedad de operador Laplaciando

puede ser consultado en https://math.stackexchange.com/questions/

3632836/rotational-invariance-of-laplacian-operator.

Ejemplo 1.22: Usando un cambio de variable ¢, vemos que el pro-

blema

O = O*u—x0,u xreR,t>0,
u(z,0) = up(x) r € R.

Da lugar al problema

O = O reR, t>0,

P,)
v(z,0) = f(x) r € R,

cuya solucion es conocida. ¢ : R x Rt — R x R, donde p(z,t) =
(e7'z,3(1 —e?)).

72
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CAPITULO 1: CALCULO DIFERENCIAL

Escribamos u(zx,t) := v(¢(z,t)). Entonces, por la regla de la ca-

dena tenemos

Oyt = Opv(p)e " + () -0 = dv(p)e™ (1.2)
O = —0,v(p)re™ 4+ dw(p)e (1.3)
Pou=e"" [02v(p)e™" + (0:0,v)(p) - 0] = Dov(ip)e™ (1.4)

Si u es solucion de (P), entonces dyu = 0*u — 20, u. Entonces, sus-

tituyendo obtenemos que
O*v(p)e ® — 20,v(p)et = —0v(p)ze™ + Ou(p)e .

Por lo tanto

drv(p) = Ow(e)
Reciprocamente, si escribimos ¢ = (i'\, ﬂ, entonces v (f, ﬂ es solucion
de (P,) siy solo si u es solucion de (P).

El problema
@vzﬁgv Z/C\ER, t>0,
(Py) ~ L
v(@,0)=f(x) TER,

es el problema de Cauchy para la ecuacion de calor y sabemos que su

solucion esta dada por

N 1 _la—yl?
60) = [ )
s

Asi podemos construir soluciones para (P).




CAPITULO 2

Funciones definidas con integrales

El objetivo de este capitulo es estudiar funciones definidas en tér-

minos de integrales como

mwzéﬂxwm. 2.1)

Aprenderemos a identificar las hipotesis sobre ¢, su dominio y su
regularidad que garanticen que v estén bien definida, sean continua o
diferenciable.

En su version mas general, el resultado mas importante para tener
en cuenta es el Teorema de Convergencia Dominada, que repasamos
en este capitulo. Las nociones clave seréan la de convergencia uniforme

y la de convergencia dominada.

§2.1 UN CRITERIO DE DIFERENCIABILIDAD

Comenzamos con un ejemplo muy comun durante el curso. Sea U
un abierto de R. Supongamos que ¢ : U x R — R es continua y que
admite derivada parcial continua en la primer coordenada.

Consideremos a la funcion, donde f,g: U — R son diferenciables.

f(t)
u(t) ::/ @(t,s) ds
g
Consideremos las funciones
Flat) = [ elts)ds v Glt) = (7(0).9(0).)
y

10



CAPITULO 2: FUNCIONES DEFINIDAS CON INTEGRALES

De esta manera u(t) = (F oG)(t). El teorema fundamental del cdlculo
implica que F' admite derivada parcial continua en la primera y la

segunda variable, siendo

oOF oF

Ahora bien, veremos que F admite derivada parcial respecto a t y que
Xz

ésta es exactamente / Op(t,s) ds.

, y
Bien,

V@wi+2—ﬂ%%ﬂ_/awm@$

Y

v t+h — (t
S/‘¢(+,$ wb@_@ﬂu@($
Y h
Sabemos que
llfm @(t + h’) S) _ sp(t7 S) _ 8t@(t, S) — O
h—0 h

para cada (¢, s) € U xR. Sin embargo, usamos que esta propiedad vale
para (t,s) € U X [y, z|. Entonces, como [y, x] es compacto tenemos
que la continuidad (en el cero) anterior ocurre uniformemente en la
variable s € [z, y]. Es decir, para cada € > 0 hay un ¢. > 0, tal que si

|h| < ., entonces

‘go(t + h,s) — ot s)

h - 8t<p(t,8)

< e paracada s € [y, x].

De esta manera

/m o(t+h,s)— @(t,s)

h
siempre que |h| < J.. Esto demuestra que F' es parcialmente diferen-

- 8,590(75, S)

ds < e(x —y)

ciable respecto a F' en cada punto (x,y,t) € U x U x Ry que

xya / 8tgpt8

11




CAPITULO 2: FUNCIONES DEFINIDAS CON INTEGRALES

Bien, ya que u(t) = (F o G)(t), se sigue del Teorema 1.6 que u es
diferenciable y que en cada punto t € U y que

A () = VE(GE) - G'().

Desarrollando esta expresion concluimos que

f@®)
ﬁgp(t’ s) ds.

u'(t)=f’(t)so(t,f(t))—9’<t)¢<t:9<t))+/(t) ot

g

Bien, en total hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (Regla de Leibniz): Sean U un abierto de R y ¢ :
U x R — R continua y que admite derivada parcial continua en la
segunda coordenada.

Consideremos a la funcion, v : U — R

f(t)
u(t) ::/ o(t, s) ds, (2.2)

donde f, g : U — R son diferenciables. Entonces, u es diferenciable y
/ / / f(t) 8@
u(t) = f@p(t, (1) —g et g(t)) + 5 (1:5) ds.

g(t)
Demostracion. ]
Ahora bien, como especializaciones de este teorema tenemos los

siguientes corolarios:

Corolario 2.2: Sean U un abierto de R, €2 un compacto en R y
v : U x Q2 — R continua y que admite derivada parcial continua en la

primer coordenada. Consideremos a la funciéon, v : U — R

u(t) == /Qgp(t, s) ds,

Entonces, u es diferenciable y




CAPITULO 2: FUNCIONES DEFINIDAS CON INTEGRALES

Corolario 2.3: Sean U un abierto de Ry ¢ : R — R continua.

Consideremos a la funciéon, v : U — R

Obs: 2.4 (Importante): Hay distintas hipotesis sobre el dominio y
sobre  que garantizan cierta regularidad de una funcién definida en
términos de una integral sobre un dominio mas general (no necesaria-
mente un intervalo), como (2.1), que proponemos como ejercicio. Las
demostraciones seran evidentes después de haber leido esta seccion,
pues basicamente dependen de argumentos de convergencia uniforme.

La nocion de continuidad uniforme es la calve en todos estos teo-
remas para asegurar que, en términos no rigurosos, la derivada pasa

por la integral.

Proposicion 2.5 (Continuidad): Sean U un abierto de Ry ¢ : U X
R — R continua. Definamos v : U — R

f(t)
u(t) ::/ o(t, s) ds,
9(t)

donde f,g : U — R son continuas. Entonces, u es continua.

Demostracion. Ejercicio: Use que la composicion de funciones conti-

nuas es continua. Al igual que en la prueba del Teorema 2.1. [

Proposicién 2.6: Sean U un abierto de R™, Q C RY compacto y
¢ = U x ) = R continua y que admite derivadas parciales continuas
en las primeras m coordenadas.

Consideremos a la funciéon, v : U — R
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Entonces, u es continuamente diferenciable y

ou (2) = Oy

Obs: 2.7: En las proposiciones anteriores, la compacidad de €2 puede
ser intercambiada por la continuidad uniforme de ¢ y la integrabilidad
en valor absoluto sobre Q de s — @(x, s)para cada x € U. Sugerimos
al lector formular las proposiciones en estos términos y escribir su

respectiva demostracion.

Obs: 2.8 (Advertencia): En todos estos resultados la hipotesis sobre
la continuidad de la derivada parcial es necesaria, como veremos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9 (donde la derivada no pasa):

3

e siy) #0,
0 si(z,y) =0.

p(r,y) =

Resulta que

puede ser calculada de manera que

u(zr) = 5 ’

m para cada x - R.

Entonces u es diferenciable y

u'(z) = L ara cada v € R
T2 4422 P '

En particular «/(0) = 3.

Sin embargo
5?_90(x y) = % sty #0,
O™ 0 si (z,y) =0.

14



CAPITULO 2: FUNCIONES DEFINIDAS CON INTEGRALES

Por lo tanto el y — g—i(O,y) es idénticamente 0 sobre [0, 1]. Por lo

tanto

e

08(Oy)d = 0.

Esto demuestra que

a 1
ax/ (Oyd?ﬁé/a (0,y) dy.

) 9 » :
Lo que ocurre aqui es que 52 (z,y) no es una funcion continua de las
variables (z,y): Se puede ver que no es continua en (0,0) sobre las

recta y = x. [

Ejemplo 2.10 (a pesar de la regularidad, la convergencia uniforme es

necesaria): Se sabe que

/ sin(x) gp =T
0 T 2

Ahora, para t > 0 haciendo el cambio de variable x = ty obtenemos

*° sin(t T
T
0 y 2

Ahora, si pudiéramos intercambiar la derivada 0; con la integral nos

quedaria la formula
0
/ cos(ty) dy =0
0
La cual es un sin sentido.

Para més contraejemplos y aplicaciones a este tipo de funciones

(dentro de las matematicas) puede consultar [Connd].

§2.2 TEOREMAS DE CONVERGENCIA

El problema de intercambiar la derivada con la integral y el de in-
tegrar término a término una serie convergente se reducen basicamente

al de intercambiar un limite con la integral. De nuevo este problema es

15



CAPITULO 2: FUNCIONES DEFINIDAS CON INTEGRALES

punto de encuentro para los métodos que aplicamos en el curso para
estudiar EDP’s.

Ya vimos que la nociéon elemental de la convergencia uniforme es
una condiciéon suficiente para intercambiar limites. Igualmente pode-
mos aplicar los resultados mucho méas generales que veremos a conti-

nuacion.

Teorema 2.11 (Convergencia dominada): Sea f, : RY — R una
sucesion de funciones en LY(RY) que converge puntualmente a una
funcion f. Si existe una funcion ¢ € L'(RY) no negativa tal que
|fn(2)] < g(x) para cada n € N, entonces f € LY(RY) y

lim folz) dox = f(x) du.

o0 JRN RN
Obs: 2.12: En tanto que los valores tomados por una funciéon sobre
un conjunto de medida cero no afectan a su integral, es suficiente
suponer que f,(z) — f(x) en casi todo punto, es decir, salvo en
un conjunto de medida cero.

[gualmente es suficiente suponer que la propiedad |f,(z)| < g(z)

para cada n € N ocurre en casi todo punto ( salvo en un conjunto de

medida cero).

Teorema 2.13 (Convergencia monétona): Sea f, : RV — R una

sucesion de funciones en L'(RY) tales que

Sl < fr -

Si existe M > 0 tal que

/ |fu(z)] de < M para todan € N,
RN

entonces

lim fo(z) dx :/R lim f(z) dx.

n—0o0 RN N N—00

Para una demostracion elemental de estos dos resultados puedes
consultar [KFF99.
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CAPITULO 2: FUNCIONES DEFINIDAS CON INTEGRALES

§2.2.1 DEPENDENCIA CONTINUA Y DIFERENCIABLE DE
UN PARAMETRO

Podemos aplicar los teoremas anteriores para conseguir criterios
mas generales que nos permiten derivar funciones definidas con inte-

grales pasando la derivada bajo el signo de de integral.

Proposicién 2.14 (Dependencia continua): Sean Y C RM un abier-

to, o €Yy f:RY xY — R con las siguiente propiedades:
(i) Para cada y € Y, la funcion x + f(x,y) es integrable en RY,
(4i) para casi todo z € RY la funcion y — f(z,y) es continua en vy,

(ii7) existe una funcion g : RV — R en L'(R) tal que, para todo
yeY, |f(z,y)| < g(x) para casi todo = € R",

Entonces la funciéon

es continua en .
Proposicién 2.15 (Derivacién bajo el signo integral):  Sea f : RY x
(a,b) — R una funcion con las siguientes propiedades:

(i) Para cadat € (a,b), la funcion x — f(z,t) es integrable en RY,

(ii) para casi todo z € RY la funcion t — f(z,t) es diferenciable
(a,b),

(ii7) existe una funcién g : RY — R en L'(R) tal que para todo
€ (a,b), | fi(x,t)| < g(x) casi todo x € R™.

Entonces la funciéon
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es diferenciable en (a,b) y

F'(t) = . fi(x,t) dx

§2.3 TEOREMA DE FUBINI

Finalmente, un resultado muy tutil que usualmente es mal aplicado

es el siguiente.

Teorema 2.16 (de Fubini): Sea f:RY x R¥ — R una funcién en
LYRNTM) Entonces existe un subconjunto Z de medida cero de RM
tal que, para todo y € RM \ Z la funcion de RY — R definida como
x+ f(x,y) esta en LY(RY). Ademaés, la funcion RM — R dada por

Jon flzy) dy sty e RM\ Z
0 siy € Z

Y —

esta en LY(RM) y

[ ] sewaray= [ g
RM JRN RM+N

18



CAPITULO 3

Calculo en superficies

Las siguientes integrales pueden tener varias interpretaciones; ma-
sa, area, volumen, ademéas de las interpretaciones fisicas. En esta sec-
cion veremos la definicion y las propiedades fundamentales tanto de la
integral sobre una curva y sobre una superficie. Para una referencia en
espanol de las demostraciones e las ideas que sustentan las definiciones

puedes puedes consultar [PC04].

§3.1 INTEGRAL DE LINEA

Definiremos la integral de una funciéon v : RV — R sobre una
curva v : [a,b] — RY suave o suave a trozos (diferenciable salvo en

una cantidad finita de puntos) como

l war = | "t IO dt.

donde ||¥'(t)| es la norma euclidiana usual en RY. La intuicién de-
tras de esta definicion es la de considerar la sumas de Riemann que se
obtienen al hacer particiones de la curva ~ y calcular dreas de rectan-
gulos cuyos vértices de la base yacen sobre v y su altura depende de

los valores que u asume sobre la curva entre los dos vértices de la base.

Ejemplo 3.1: Si u es la funcion idénticamente 1 sobre 7, entonces
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CAPITULO 3: CALCULO EN SUPERFICIES

L i | W@l dr

es la longitud de la curva 7, segin la idea que vimos arriba.

la integral

Proposicion 3.2: Sean v y o dos curvas suaves a trozos, u, v fun-

ciones de RY a R v a € R, entonces:

" /(au+v)dr:a/udl+/vdr

(b) Las curvas v y o pueden ser recorridas de una sola vez con una

adecuada parametrizacion v U o, de manera que

/ udr:/uerr/udr
yJo ¥ o

Finalmente otra nocion matemética importante (para la fisica) es

la integral 'de linea’ de un campo vectorial sobre una curva.

Definicién 3.3: Sean un campo f : RY — RY y un curva (suave o

suave a trozos) 7 : [a,b] — RY. La integral de linea de f sobre 7 es

/fdr—/f '(t) dt.

La interpretacion fisica mas usual de esta integral (y tal vez su
razon de ser) es que calcula el trabajo, en tanto cantidad fisica, que se
realiza al mover una particula sobre la curva v sometida igualmente al
campo de fuerza f.

Si bien el cambio en la notaciéon es sutil, no debemos confundir
estos conceptos pues la primera integral, la de una funcion u : RY — R
nos habla mas bien se su promedio (masa) sobre la curva, la integral
de linea de una funcién f : RY — RY nos da informacién sobre la
variacion promedio del angulo que forma f y la direccion de la curva.

Este tipo de integral satisface un propiedades parecidas las enun-

ciadas en la Proposicion 3.2.
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CAPITULO 3: CALCULO EN SUPERFICIES

Proposicion 3.4: Sean v y o dos curvas suaves a trozos, f,q fun-

ciones de RY a RY y a € R, entonces:

(a)
l@f+w%h:aﬁfwh+ﬁgdn

(b) Las curvas v y o pueden ser recorridas de una sola vez con una

adecuada parametrizacion v U o, de manera que

/waf-dr:/Wf-drnL/Uf-dr.

(c) Si ¢ es exactamente la curva « recorrida en sentido inverso en-

Lf-dr:—/éf-dr

Antes de pasar a dimensiones mayores o a integrales sobre otros

tonces

objetos geométricos repasaremos el Teorema de Green en dimension
dos. Este teorema nos permite calcular la integral de ciertas funcio-
nes en un dominio con frontera bien comportada en términos de una
integral sobre su frontera.

Primero diremos lo que significa que un dominio tenga una frontera

bien comportada.

Definicién 3.5: Sean  un abierto acotado en RY y k € N. Diremos
que 0N es clase C* si para cada punto xy € 9 existe un r > 0 y una
funcion M : RY=1 — RY clase CF tal que, salvo una permutacion de

los ejes,
QN B(xg,r) ={x € B(xg,r) : xny > M(x1,29,...,28-1)},

Esta definiciéon podria ser oscura, sin embargo s6lo nos dice que la
frontera de €2 es localmente puede ser vista localmente como la grafica

de una funcion RV-! — R.
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CAPITULO 3: CALCULO EN SUPERFICIES

Obs: 3.6: Para los abiertos  con frontera clase C! siempre existe,
para cada punto zy € 0€2 un vector normal unitario que apunta hacia

afuera de €2.

Ya tenemos todo lo necesario para enunciar el teorema de Green

en R?, cuya demostracion no incluiremos.

Teorema 3.7 (Green ):  Sea 2 un abierto acotado con frontera clase
C! en R2. Si u, v son funciones parcialmente diferenciables definidas en

un abierto que contiene a €2, entonces

/8Q m dr :/Q(ux — ) dady.

Como corolario de este teorema obtenemos la siguiente formula:

/le :/ uny dr, (3.1)
Q )

donde 7 es la primer coordenada de la aplicaciéon normal unitaria
/TZ = (ﬁl,/ﬁg) cn 89
Aplicando esté identidad obtenemos la conocida formula de inte-

gracion por partes

/uxiv: —/uvxi+/ uvn; dr,
Q Q o9

Demostracion de (3.1). La frontera de € hereda la orientacion de R? por
lo tanto tomamos una parametrizacion v = (71, 72) de 02 en contra
de las manecillas del reloj. De esta manera, el vector normal unitario a

082 esta dado por n(t) = (y5(1), —%(t))m. Ahora bien, aplicando

0
el Teorema de Green al campo obtenemos
u
0 10
/ux drdy = / dr = / ~A(t) dt
Q 00 |u a |u(y(t))
|

b b
:/ uryy(t) dt:/ UVé(t)H’Y’(t)H dt = /muﬁl dr.
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CAPITULO 3: CALCULO EN SUPERFICIES

—u
Para la integral de la parcial respecto a y consideramos al campo [

y el calculo es analogo.
O

§3.2 INTEGRAL EN SUPERFICIES

El caso que ocurrird con frecuencia cuando estudiemos ecuaciones
diferenciales en dimensiones es que tengamos que integral ciertas fun-
ciones sobre la frontera de dominios en RY, si bien lo que usualmente
nos interesan son las estimaciones es necesario recordar que estas inte-
grales tienen sentido y que dependen de parametrizaciones del dominio.

En esta seccion veremos el ejemplo de integrales sobre superficies
inmersas en R3, veremos explicitamente como estas integrales estédn en
términos de un dominio en R? y la manera de calcularlas.

Sea ¥ una superficie inmersa en R? con parametrizacion o =
(0'170'270'3) D - R2 — RS.

Definiciéon 3.8: Si Q es un abierto en R? que contiene a ¥ v u :
) — R es una funcién continua, entonces la integral de superficie de

u sobre X es

OJo Oo
udS:/ua '—x—da:d,
/ o) |52 > 52y
donde
O, 0
oo |0 e |
ax - 202 y ay - y02
(93303 8y0'3

Esta formula surge de la necesidad de calcular la masa de la funcion
u sobre la superficie 2. Entonces lo que hace es aproximar esta masa
con la masa de cubos, de manera que los vértices de la base yace sobre
>y cuya altura depende de los valores de u sobre el cubo. Obtenemos

estos cubos usando la parametrizacion o al hacer una cuadriculacion
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de su dominio D). Cuando hacemos tender a cero los lados de la base de
los cubos y sumamos todos, lo que obtenemos es una suma de Riemann
de la integral de la derecha.

Esta manera de calcular integrales es una generalizacion de la idea
que se siguié para calcular el area sobre la masa sobre la curva el la
seccion anterior. Ademas, es la que se generaliza para el caso de una
hipersuperficie de dimensiéon N — 1 inmersa en R, sin embargo sélo
en los casos para N = 2,3 tenemos tenemos una clara intuiciéon al

respecto.
Ejemplo 3.9: Sea u € C(R?) y definamos (1, x2, 23) := u(x1, 22)
para todo (x1, 72, 23) € R3. Para t > 0, sea

Sy = {(x1, w9, 3) € R® : 27 4+ 23 + 22 = *}

la esfera en R? de radio ¢ centrada en 0. Queremos calcular la integral

/St u(y) dy.

Sean By := {(x1,72) € R? : 2} + 23 < t*} la bola en R? de radio ¢

centrada en 0, S;" 1= S;N{(z1, 72, 23) € R? : 23 > 0} la media esfera,

de superficie

y sea 0 : B; — S;" una funcion dada por

o 2 _ .2
o(xy, z9,x3) = (a:l,xg, \/t2 — x5 — ZL‘2> .

Entonces S;7 es una superficie inmersa en R? con parametrizacion o.

Siguiendo la Definicion 3.8 tenemos que

oo do
/S:r u(y) dy = /Btu(xl,xg) ‘ 8_3:1 X 8_952 d(x1,x2).
Notemos que
1 0
Oo _ 0 Oo _ 1
01y ’ Oz

X

[12 _ 2 _ 22 /42 _ 2 _ 2
te—x7—x5 te—xi—x5
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y por lo tanto

Oo Jo

2 2
- 2 C1321 7 T 3 3322 7 1

B 12 B t
2 —at—w3 2 —a?— a2

Entonces,

u(xy, x2)

u(y)dy =1t d(z1,x9).
/5; Wiy =t | i

Finalmente, como % es constante en la variable x3, tenemos que

u(xy, x2)

u d:2/ﬂ dy = 2t d(xy1,z2).
/St (y) dy . () dy N (21, 72)

Ejemplo 3.10: En particular, si f es la funciéon idénticamente 1 en

U, entonces el area A de X es

A(E):/Eds.

Ahora consideremos una hipersuperficie ¥ inmersa en RY con pa-
rametrizacion o : D C RV — RY (el caso de las fronteras suaves
de ciertos dominios). De nuevo ocurre que o = (o1,...,0y), donde
or: D cCcRVN-IT SR

Entonces, generalizando el método para integrales sobre lineas y

superficies tenemos:

Definicion 3.11: Si © es un abierto en RY que contiene a ¥ y
u : €2 — R es una funcién continua, entonces la integral de superficie

de u sobre X es

/ u dS = / u(o(y)) |dety [0,0(y), - » Do), 7)) | dy.
> D
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donde

9y,01(y)
0y,02 (y)
Oy,0(y) = : ;
Oy.on-1(y)
9,(y)

el operador dety es el determinante para matrices N X N y 7i(y)
es el vector normal unitario al subespacio o’(y)(RY™1), es decir al
subespacio generado por dy10(y),...,0yn_10(y) en tanto columnas
de ¢'(y) como matriz de N x (N —1).

Es de ayuda aclarar que, como o’(y) (R 1) es un subespacio (vec-
torial) de dimension N — 1 de R, por lo tanto este tiene un com-
plemento ortogonal de dimensiéon 1, de tal complemento ortogonal es

donde extraemos al vector normal unitario.

§3.3 TEOREMA DE GREEN-(GGAUSS E INTEGRACION
POR PARTES

Finalmente, mencionamos los teoremas més importantes de inte-
gracion que relacionan las integrales sobre dominios en RV con inte-
grales sobre sus fronteras, que resultan ser hipersuperficies (siempre
que sean lo suficiente regulares).

Sea  un abierto acotado con frontera clase C! en RV,

Teorema 3.12 (Teorema de Green-Gauss):  Siu: Q — R es clase C,

/ul dx :/ un; dS,
Q a9

donde 7n; es la i—ésima coordenada del vector normal unitario a 9f2.

Esta es la misma formula que obtuvimos para el caso N = 2.
Si tenemos un campo vectorial U :  — RY clase C' y aplicamos

el teorema anterior a la divergencia de U, obtenemos el clasico teorema
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de la divergencia:

/dide:z::/ U-nds.
0 o9

Ahora, si aplicamos el teorema de Green-Gauss al producto de dos

funciones obtenemos:

Teorema 3.13 (Integracion por partes): Si u,v :  — R son clase

Cl
/uxiv dx = —/uvxi dx+/ un; dS.
Q Q o0

Teorema 3.14 (Identidades de Green): Siwu,v: Q — R son clase C2.

ou .
(a) /Au dr = — dS, donde % es la derivada de u en la
Q o0 On 5
direccion del vector normal exterior unitario n, i.e., 5z := Vu-n.

(b) /Vu-Vvdx:—/uAvda:—I—/ ua—ﬁds
Q Q o On
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CAPITULO 4

Series de Fouriler

Sea u una funcién 27 —periddica.

La expansion en serie trigonométrica de u es

4 — km . (kT
5 + Z aj COS <?x> + by, sin (?95) ; (4.1)

k=1
donde

1 (T
CLO:T/ u(y) dy,

=T

I k
o= [ atweos () an

Estos son los coeficientes de Fourier de w.
Si w admite tal expansion en series, es decir, si u coincide con (4.1)

en cada punto de [—L, L] ocurre que

(7) Si w es impar (u(—z) = —u(x)), tenemos ap = 0 para todo

E>0y
2 [T k
bk:?/o u(y) sin (%y> dy

y consecuentemente
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(1) Siwuespar (u(—z) = u(x)), tenemos by, = 0 para todo k > 1y

2 T
ap = T/o u(y) cos <%ﬂy> dy

y consecuentemente

u(zx) = % Z a cos (%x)

k=1

Ahora bien, verificar la convergencia de la serie (4.1) por si sola o
: ag 00 kn . km . .
siu~ % +3 7 agcos (%) + by sin () no es un asunto inmediato
(ni mucho menos sencillo).
Naturalmente tendremos la convergencia el L? (minimos cuadra-

dos). Definamos
N
_ag km o [ km
Sy = ) + E ay, COS (?x> + by, sin <?x)

Teorema 4.1: Siwu € L*(—L, L), entonces

T

Jm [ [u(y) - Sn(y))* dy =0

y se cumple la identidad de Parseval:
1t ) g - 2, 12
?[TUZE+;ak+bk

Para hablar de convergencia puntual de la serie introducimos la
siguiente nocion.

Condicion de Dirichlet: La funcion u satisface la condicion de Di-
richlet en [T, 7] si u es continua en [—T,7T] salvo posiblemente en
un ndmero finito de discontinuidades de salto. Ademas, [T, 7] ad-
mite una particiéon finita de intervalos donde u es mono6tona en cada

intervalo de la particion.
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CAPITULO 4: SERIES DE FOURIER

Teorema 4.2: Si u satisface la condicion de Dirichlet en [—L, L],

entonces
——0+§:a CcoS + by sin k—ﬂx
PR b F T

en cada punto de continuidad = de wu.
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